O Planimetria 


Jednym z pojęć omawianych w tym rozdziale jest pojęcie kąta. W żeglar- 
stwie od kąta między kierunkiem wiatru a kursem jachtu zależy ustawienie 
żagli. Na poniższych rysunkach podano nazwy kursów jachtu względem wiatru 
(strzałka w oznacza kierunek wiatru, punkt J — położenie jachtu, a strzałka k 
— kurs obrany przez jacht). 
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Uczeń: 

— klasyfikuje trójkąty ze 
względu na miary ich kątów, 
stosuje twierdzenie o sumie 
miar kątów wewnętrznych 
trójkąta do rozwiązywania 
zadań, 

oblicza sumę miar kątów 
wewnętrznych n-kąta, 
przeprowadza dowód twier- 
dzenia o sumie miar kątów 
w trójkącie, 

przeprowadza dowód 
twierdzenia o mierze kąta 
zewnętrznego trójkąta. 


Multiteka 


e Rodzaje kątów 

e Kąty odpowiadające i kąty 
naprzemianległe 

e Suma miar kątów wewnętrznych 
trójkąta 

e Kąty wierzchołkowe i kąty 
przyległe 
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6.1. Miary kątów w trójkącie 


Trójkąt to figura wyznaczona przez trzy punkty nieleżące na jednej prostej. 
Każdy z tych punktów jest wierzchołkiem trójkąta, a odcinki łączące wierz- 
chołki nazywamy bokami. Trójkąty można klasyfikować ze względu na ich 
kąty. 


Trójkąt ostrokątny ma 
wszystkie kąty ostre. 


Trójkąt rozwartokątny 
ma jeden kąt rozwarty. 


Trójkąt prostokątny 
ma jeden kąt prosty. 


(Kąt rozwarty to kąt 
o mierze większej od 90° 


(Kąt prosty to kąt 
o mierze równej 90°.) 


(Kąt ostry to kąt o mie- 
rze mniejszej od 90°.) 

i mniejszej od 1807.) 
Twierdzenie 


Suma miar kątów wewnętrznych trójkąta jest równa 1807. 


Dowód 

Rozpatrzmy trójkąt ABC (rysunek obok). Ry- 
sujemy pomocniczą prostą l równoległą do 
boku AB, przechodzącą przez wierzchołek C. 


Kąty a i a są równe (są to kąty naprzemian- 
ległe). Również kąty 6 i 8' są równe (jako kąty 
naprzemianległe). Zatem a+8+y = a +8'+7. A 
a + B' + y = 180°, więc również: 

a +B8+y= 180° 


Udowodniliśmy w ten sposób, że suma miar kątów wewnętrznych w dowolnym 


trójkącie jest równa 180°. 


Uwaga. Tam, gdzie nie powoduje to nieporozumień, będziemy zamiennie uży- 
wać określeń „kąt” i „miara kąta”. 


Ćwiczenie 1 


p] a) Wykaż, że trójkąt ABC, w którym kąt B jest dwa razy większy od kąta A, 


a kąt C jest trzy razy większy od kąta 4, jest trójkątem prostokątnym. 
b) Stosunek miar kątów trójkąta jest jak 1:4:5. Podaj miary tych kątów. 


Ćwiczenie 1 
a) Z założenia mamy: 4A = a, 4B = 2a, 4C = 3a. 
a + 2a + 3a = 180° 
a = 307 
Zatem kąty trójkąta ABC są równe: 30”, 60°, 90”, czyli jest on prostokątny. 
b) Kąty trójkąta są równe: a, 4a, 5a. 
a + 4a + 5a = 180° 
a = 18” 
Zatem kąty te są równe: 18°, 72°, 90°. 


Dwusieczną kąta nazywamy półprostą o początku 
w wierzchołku kąta, dzielącą ten kąt na dwa kąty 
przystające. 


Przykład 1 


Dany jest trójkąt prostokątny równoramienny ABC o kącie prostym przy 
wierzchołku B. Dwusieczna kąta BAC przecina bok BC w punkcie P. 
Oblicz miarę kąta APC. 


Trójkąt ABC jest prostokątny równoramienny, więc: 
X BAC =4BCA = 45° 

Stąd: 
4CAP = 1.45 = 22,5° 

Zatem ļ% APC = 1807 — (45*+-22,5*) = 112,57. 


2 . 
A B 
Ćwiczenie 2 
Dany jest trójkąt prostokątny ABC o kącie prostym przy wierzchołku C. 


Dwusieczna kąta BAC przecina bok BC w punkcie P. Oblicz miary kątów 
trójkąta APB, jeśli: a) 4BAC=30, b) BAC =35*. 


Ćwiczenie 3 
Dwusieczne kątów trójkąta ABC (rysunek obok) dzielą 
go na sześć trójkątów. Wyznacz miary kątów tych 
trójkątów, jeśli miary kątów CAB i CBA 

są odpowiednio równe 32° i 108°. 


B 
Zadania 
1. Wyznacz miary kątów a i Ø. 
a) 6 


BLA RK 


2. Stosunek miar dwóch kątów trójkąta wynosi 2:3, a miara trzeciego kąta 
jest o 26” większa od miary najmniejszego kąta. Wyznacz miary kątów 
tego trójkąta. 


Odpowiedzi do zadań 
ik A) © =20. 0=4E" 
b) a = 60°, 8 = 30° 
2. 2a — najmniejszy kąt 
a + 3a + (2a + 26°) = 180° 
a= 22 
Katy trójkąta są równe 44°, 66°, 70°. 


Ćwiczenie 2 
B 


C 


3 


a) 15°, 60°, 105° 
b) 17,5°, 55°, 107,5° 


Ćwiczenie 3 


Trójkąt AEO: 
Trójkąt EBO: 
Trójkąt BFO: 
Trójkąt FCO: 
Trójkąt CGO: 
Trójkąt GAO: 
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16°, 128°, 36° 
52°, 54°, 74° 
54°, 56°, 70° 
124°, 20°, 36° 
20°, 86°, 74° 
94°, 16°, 70° 


3. 


4. 


5. 


6. 


10. 
11. 


a) a =30, 8=80,4y9=50* 
ba 52 0= 026) 
4AEF = 65, 4AFB = 65°, 
ĄABCF = 26°, JEFD = 82, 
DFC = 36°, 4CDF = 74° 
a, 4a — kąty przyległe 
a + 4a = 180° 
a = 36" 
Kąty przyległe są równe 36° 
i 144°. 
Niech a, 8 będą kątami przy- 
ległymi, czyli a + 8 = 180°. 
Dwusieczna kąta a dzieli ten 
kąt na dwa kąty o miarach $. 
Dwusieczna kąta 5 dzieli ten 
kąt na dwa kąty o miarach > 
Stąd kąt między dwusieczny- 
mi ma miarę: 
2+7=3(0+5)= 
= 4 . 180° = 90° 
Zatem dwusieczne kątów 
przyległych są prostopadłe. 


- a — miara najmniejszego kąta. 


a + 2a + 6a = 180° 
a = 20° 
Miary kątów wewnętrznych 
trójkąta: 20”, 40”, 120°. 
Miary kątów zewnętrznych 
trójkąta: 160”, 140”, 60°. 


. Suma miar kątów wewnętrz- 


nych trójkąta jest równa 180”, 
zatem 6 = 180” — a — 8 oraz 


552 
-005)000706 — 
=a+85 


. Dowolny czworokąt możemy 


podzielić na dwa trójkąty. 
Suma miar kątów wewnętrz- 
nych w trójkącie jest równa 
180”. Zatem suma miar kątów 
wewnętrznych w czworokącie 
jest równa 360°. 


a) 540° b) 720° e) (n—2)-1807 


Niech n — liczba boków. 
(n — 2) - 180” = 14407 
m= IU 
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3. 


10. 


11. 


12. 


12 


Wyznacz miary kątów a, Bi y. 
a) A NY B 
AB || CD 


Do wykonania pomiarów geodezyjnych 
wykorzystuje się metodę zwaną 
triangulacją. Polega ona na po- 
dzieleniu mierzonego obsza- 

ru na przylegające do siebie 
trójkąty, czyli utworzeniu tak zwa- 
nej siatki triangulacyjnej. Określ miary 


B 
pozostałych kątów narysowanego obok fragmentu siatki triangulacyjnej. 


Wyznacz miary kątów przyległych, 


jeśli ich stosunek jest równy 1:4. Dwa katy są przyległe, jesli mają 


wspólne ramię, a ich pozostałe ra- 
Uzasadnij, że dwusieczne kątów | miona dopełniają się do prostej. 


przyległych są prostopadłe. 


Wyznacz miary kątów zewnętrz- 


Kąt zewnętrzny trójkąta to kąt 
nych trójkąta, jeśli miary jego ką- 


przyległy do kąta wewnętrznego 
tego trójkąta. 


B 
a ô % 


Wykaż, że suma miar kątów wewnętrznych w czworokącie jest równa 360". 


tów wewnętrznych są w stosunku 
1:2:6. 


Wykaż, że miara kąta zewnętrzne- 
go y trójkąta jest równa sumie miar 
kątów wewnętrznych a i 8. 


Ile wynosi suma miar kątów wewnętrznych: 


a) w pięciokącie, b) w sześciokącie, c) w n-kącie? 


Ile boków ma wielokąt, w którym suma miar kątów wewnętrznych jest 
równa 14407? 


Przekątne poprowadzone z jednego wierzchołka pięciokąta foremnego po- 
dzieliły pięciokąt na trzy trójkąty. Podaj miary kątów tych trójkątów. 


GN 
© 


VALGY 


Suma miar kątów wewnętrznych pięciokąta wynosi: 
3-180” = 540° 
czyli: 
a = 540° : 5 = 108° 
Wówczas: 


B = 4 (180° — 108°) = 36° 
1-058 225—386 
8-—MS=B-— 2 


Punkty specjalne w trójkącie Trójkąt rozwartokątny 


Punkt przecięcia dwusiecznych 


Dwusieczną kąta nazywamy półprostą A 
o początku w wierzchołku kąta, dzielącą 
ten kąt na dwa kąty o równych miarach. 
Dwusieczne kątów trójkąta przecinają P 
się w jednym punkcie. 
A l B 


Symetralną odcinka nazywamy prostą pro- 


A B 


stopadłą do tego odcinka, przechodzącą 
przez jego środek. 


Punkt przecięcia symetralnych 
boków 


C 
Symetralne boków trójkąta przecinają 
się w jednym punkcie. 


Wysokością trójkąta nazywamy odcinek 


C 
prostopadły do boku trójkąta, łączący ten 
bok (lub jego przedłużenie) z przeciwleg- A B 
łym wierzchołkiem. Ortocentrum trójkąta 
C 
Proste zawierające wysokości trójkąta 
przecinają się w jednym punkcie. f 
A B 


Punkt przecięcia wysokości trójkąta nazywamy ortocentrum trójkąta. 


C 
Srodkową trójkąta nazywamy odcinek łą- Ś 
czący wierzchołek trójkąta ze środkiem 
przeciwległego boku. 
Środkowe trójkąta przecinają się w jed- 
nym punkcie. 4 ` Barycentrum trójkąta 


C 


Punkt przecięcia środkowych trójkąta nazywamy środkiem ciężkości lub 
barycentrum trójkąta. Punkt ten dzieli każdą ze środkowych w stosunku 2:1, 
gdy liczymy od wierzchołka. 


Trójkąt prostokątny 
Punkt przecięcia Punkt przecięcia Ortocentrum Barycentrum A B 
dwusiecznych symetralnych boków trójkąta (R = A) trójkąta 


© C S C 
A B A B A B 
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Uczeń: 

— podaje definicję trójkątów 
przystających oraz cechy 
przystawania trójkątów, 

— wskazuje trójkąty przy- 
stające, 

— stosuje nierówność trójkąta 
do rozwiązywania zadań, 

— stosuje cechy przystawania 
trójkątów w zadaniach na 
dowodzenie. 


Ćwiczenie 1 

|AB| = |DE|, |AC| = |DF|, 
|BC| = |EF], 

ĄBAC = XEDF, 

4ABC = 4DEF, 

JACOB =4DFE 
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6.2. Trójkąty przystające 


Figury przystające to, intuicyjnie, figury tego samego kształtu i wielkości. 
Dwa wielokąty są przystające, jeśli ich odpowiednie boki i odpowiednie kąty 
są równe. 

W tym temacie omówimy przystawanie trójkątów. 


Symbolem |AB| oznaczać będziemy długość odcinka AB. 


Ćwiczenie 1 
Trójkąty przedstawione na poniższym rysunku są przystające. Wskaż pary 
równych boków i kątów. 

C E D 


A B F 


Do stwierdzenia, że trójkąty są przystające, nie jest konieczne porównanie 
aż 6 par wielkości (3 par kątów i 3 par boków). Przypomnijmy twierdzenia 
pozwalające wnioskować o przystawaniu trójkątów. 


Cecha BBB 


Jeśli trzy boki jednego trójkąta są odpowiednio równe trzem bokom dru- 
giego trójkąta, to trójkąty te są przystające. 


Jeśli a = d', b = b' i c = œ, to B B' 
trójkąty ABC i A BC' są przy- 
stające, co zapisujemy: 


AABC=NABC' 


Cecha BKB 


Jeśli dwa boki i kąt zawarty między nimi w jednym trójkącie są odpo- 
wiednio równe dwóm bokom i kątowi zawartemu między nimi w drugim 
trójkącie, to trójkąty te są przystające. 


B B' 


Jeślia=a,b=biqy=Y, to: 
AABC=NABC' 


Cecha KBK 
Jeśli bok i dwa leżące przy nim kąty w jednym trójkącie są odpowiednio 
równe bokowi i dwóm leżącym przy nim kątom w drugim trójkącie, to 
trójkąty te są przystające. 


Jeśllib=b,a=aiy=vy, to: 
AABC=NABC' 


i a 
C b A C' b' A 


Ćwiczenie 2 
Czy przystające są trójkąty, o których wiadomo, że: 
a) trzy kąty jednego z nich są równe trzem kątom drugiego, 


b) mają jedną parę równych kątów i dwie pary równych boków? 


Ćwiczenie 3 
Podaj cechę przystawania, na podstawie której można stwierdzić, że trójkąty 
T, i Tą są przystające. 


ZONE 


AB || DE, |AC| =|CE| |AD| =|CD| AB || CD, AD || BC 
Przykład 1 
Uzasadnij, że dowolny punkt symetralnej odcinka jest równo oddalony od 


końców tego odcinka. 


Rozpatrzmy odcinek AB i jego symetralną l, tj. 
prostą przechodzącą przez środek tego odcinka 
(punkt S) i do niego prostopadłą. 

Niech P będzie dowolnym, różnym od S, punk- 
tem symetralnej. 

Korzystając z cechy BKB, stwierdzamy, że trój- 
kąty ASP i BSP są przystające (uzasadnij). 
Zatem zachodzi równość |AP| = |BP|. 


A 


[D] Ćwiczenie 4 
Uzasadnij, że symetralne boków dowolnego trójkąta przecinają się w jednym 
punkcie. 


Ćwiczenie 4 

Rozpatrzmy trójkąt ABC. Niech Q będzie punk- 
tem przecięcia symetralnych boków AC i BC, 
wówczas |AQ| = |CQ| oraz |BQ| = |CQ|. Stąd 
|AQ| = |BQ|, co oznacza, że punkt Q jest równo 
oddalony od punktów A i B, czyli leży na syme- 
tralnej boku AB. Zatem wszystkie symetralne 
boków trójkąta przecinają się w punkcie Q. A B 


Ćwiczenie 2 

a) Nie muszą być przystające, 
ponieważ mimo równych kątów 
odpowiednie boki mogą mieć 
różne długości. Na przykład: 
dwa trójkąty równoboczne, 
każdy o różnej długości boku. 
Miary wszystkich kątów oby- 
dwu trójkątów są równe 60”, ale 
trójkąty nie są przystające. 

b) Nie. Weźmy okrąg o środku 
w punkcie B i promieniu |BA|. 


Trójkąty ACB i DCB mają 

jedną parę równych kątów: 
4ACB =4DCB 

oraz dwie pary równych boków: 

wspólny bok BC i |BA| =|BD|, 

jako promienie okręgu. Trójkąty 

ABC i DBC nie są przystające. 


Ćwiczenie 3 
a) KBK b) BKB c) KBK 
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Ćwiczenie 5 
a) Przyjmijmy oznaczenia jak na 
rysunku. Dwusieczna kąta dzieli 
ten kąt na dwa kąty o równych 
miarach: 

Ą4MAP =4NAP 
Stąd: 
4APM = 90 — 4MAP = 

= 90— 4NAP =4APN 
Bok AP jest wspólnym bokiem 
trójkątów AMP i ANP. Zatem 
na podstawie cechy KBK trójką- 
ty AMP i ANP są przystające, 
czyli |PM| = |PN|. 
b) Rozpatrzmy trójkąt ABC. 

C 


A D B 


Niech P będzie punktem przecię- 
cia dwusiecznych kątów A i B. 
Korzystając z punktu a), mamy: 
L29| =| PF] oma LD] = | Piz. 
Stąd |PF| = |PE|, co oznacza, 
że punkt P leży na dwusiecznej 
kąta C. Zatem wszystkie dwu- 
sieczne kątów dowolnego trójką- 
ta przecinają się w punkcie P. 


Ćwiczenie 6 
a) tak, 2+2 > VT 
b) nie, anna 25 


EAO 1 
c) nie, 4 + g= 5 <3 
d) ta 
a Ra, 
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[D] Ćwiczenie 5 


a) Półprosta AP jest dwusieczną kąta BAC (ry- 
sunek obok). Uzasadnij, że punkt P jest równo 
odległy od ramion tego kąta. 

b) Uzasadnij, że dwusieczne kątów dowolnego 
trójkąta przecinają się w jednym punkcie. 


Przykład 2 
Skonstruuj (narysuj za pomocą cyrkla i linijki) trójkąt o bokach długości: 
1,5 cm, 2 cm i 3 cm. 


Ci 

A 3 cm B A= „7 B 
$ 
krok 1. krok 3. 


W kroku 2. z punktów A i B zataczamy łuki okręgów, które przecinają się 
w punkcie C; oraz w punkcie C3. 


Konstrukcja trójkąta jest możliwa tylko wtedy, gdy najdłuższy odcinek jest 
krótszy od sumy dwóch pozostałych. 
Nierówność trójkąta 

Z odcinków długości: a, b, c można zbudować trójkąt tylko wtedy, gdy: 


aroe 
gdzie c jest długością najdłuższego odcinka. 


Ćwiczenie 6 

Czy boki trójkąta mogą mieć długości: 

a) 2, 2, V7, b) i 8, V225, c) Z, E, E, d) 1 3 3: V2? 
Ćwiczenie 7 


Na ile sposobów można zbudować trójkąt, jeżeli mamy dane dwa odcinki dłu- 
gości 2 dm, trzy odcinki długości 3 dm i dwa odcinki długości 5 dm? 


Ćwiczenie 7 

Na sześć sposobów: 
2 dm, 2 dm, 3 dm; 
2 dm, 3 dm, 3 dm; 
2 dm, 5 dm, 5 dm; 
3 dm, 3 dm, 3 dm; 
3 dm, 3 dm, 5 dm; 
3 dm, 5 dm, 5 dm. 


Zadania 


p] 1. 


[D] 2. 


. 4SADC = 4BDC = 90° oraz JACD = 4BCD. Stąd 


a) W prostokącie ABCD punkt P jest środkiem boku AB. œ 


Uzasadnij, że trójkąty APD i BPC są przystające. 
b) Uzasadnij, że punkt przecięcia przekątnych rów- F 
noległoboku dzieli je na połowy. 
Trójkąt ABC jest równoboczny (patrz rysunek). E 
Odcinki AD, BE i CF mają równe długości. Uza- 
A D B 


sadnij, że trójkąt DEF jest równoboczny. 


Dany jest trójkąt prostokątny równoramienny ABC o kącie prostym przy 
wierzchołku C. Środkowe AP i BQ tego trójkąta przecinają się w punk- 
cie O. Uzasadnij, że trójkąty AOQ i BOP są przystające. 


C 
W trójkącie równobocznym ABC (rysunek obok) 
na bokach AB i BC wybrano odpowiednio punkty 
P i Q tak, że |AP| =2|BP|i |CQ| =2|BQ|. Od- Q 
cinki AQ i CP przecinają się w punkcie 9. Uza- 
sadnij, że trójkąty APS i CQS są przystające. A P B 
W czworokącie wypukłym ABC D dwie pary boków są równe: |AB| = |BC| 


oraz |CD| = |DA|. Przekątne AC i BD tego czworokąta przecinają się 
w punkcie O. Uzasadnij, że trójkąt AOB jest przystający do trójkąta COB 
oraz trójkąt AOD jest przystający do trójkąta COD. 


| 


bilardowego pod takim samym kątem, pod P 2 
S jest środkiem bandy AB. Uzasadnij, że Q 


Kula bilardowa odbija się od bandy stołu C B 
jakim w nią uderzyła (rysunek obok). Kula g 
przebyła drogę z P do S i z $ do Q, gdzie 

|PC| = |QD|. D A 
Uzasadnij, że jeśli wysokość trójkąta zawiera się w dwusiecznej kąta tego 


| 


trójkąta, to trójkąt ten jest równoramienny. 


W czworokącie ABCD (rysunek obok) kąty 
EFB i FEB są równe oraz |AE| = |CF|. 
Uzasadnij, że: 

a) trójkąty BAF i BCE są przystające, 

b) czworokąt DEBF ma dwie pary boków 
równych. 


na podstawie cechy KBK trójkąty DAC i DBC są 
przystające. Zatem |AC| = |BC|, czyli trójkąt ABC 
jest równoramienny. 


żenia |AE| = |CF|, czyli |BA| = |BC|. Trójkąty BAF i BCE mają wspólny kąt 
przy wierzchołku B. Zatem na podstawie cechy BKB: ABAF = ABCE. 

b) ABAF = ABCE, czyli AEAD =4FCD. 

JADE = 4CDF = 8 (kąty wierzchołkowe), stąd 4AED = 4CFD, ponadto z za- 
łożenie |AE| = |CF|, czyli na podstawie cechy KBK: AAED = ACFD. Stąd 
|DE| = |DF|. 

W podpunkcie a) wykazaliśmy, że |E B| = |F B|. Zatem czworokąt DEBF ma dwie 
pary boków równych. 


C 

F 

6. 
D B 

E 

A 
C 
A D B 


. a) 4EFB =4FEB, czyli AFBE jest równoramienny, stąd |F B| = |EB|. Z zało- 


Odpowiedzi do zadań 
1.a) D C 


A IE B 


Punkt P jest środkiem boku 
AB, czyli |AP| = |BP|. Po- 
nadto |AD| = |BC| oraz: 
4ĄPAD=4PBC = 90° 
Zatem na podstawie cechy 
BKB: AAPD = ABPC. 


b) D G 


A B 


4SAB = 4SCD oraz 
4SBA = 4SDC, gdyż są to 
kąty naprzemianległe. Ponad- 
to |AB| = |CD|, czyli z cechy 
KBK wynika: 

AABS = ACDS 
Zatem |AS| = |CS| oraz 
|BS| = |DS|, co oznacza, że 
punkt przecięcia przekątnych 
równoległoboku dzieli je na 
połowy. 


. Na podstawie cechy BKB: 


ABQA = ABPC 
czyli 4BAQ =4BCP. 
JASP =4CSP (kąty wierz- 
chołkowe), zatem 


JAPS =4CQS 
Ponadto |AP| = |CQ|, zatem 
z cechy KBK: 


AAPS = ACQS 
JS PQ = 4PSB = a oraz 
JSQP = 4QSA = a (kąty 
naprzemianległe), czyli trój- 
kąt PSQ jest równoramienny. 
Stąd |PS| = |QS|, z założenia 
|SB| = |SA|. Na mocy cechy 
BKB: APSB = AQSA, czy- 
li APBS = QAS = ß oraz 
|PB| = |QA|. 
PBC =4QAD=90 — 8 
oraz |C B| = |DA]. 
Zatem na podstawie cechy 
BKB: APBC = AQAD, czy- 
li |PC| = |Q D]. 
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Uczeń: 

— podaje twierdzenie Talesa 
i twierdzenie odwrotne do 
twierdzenia Talesa, 

— wykorzystuje twierdzenie 
Talesa i twierdzenie odwrotne 
do twierdzenia Talesa do 
rozwiązywania zadań, 

— wykorzystuje twierdzenie 
Talesa do podziału odcinka 
w danym stosunku, 

— przeprowadza dowód twier- 
dzenia Talesa, 

— przeprowadza dowody 
twierdzeń z zastosowaniem 
twierdzenia Talesa. 


Ćwiczenie 1 
a) IAC| _ |AB| |AC| _ |AEJ 
|AE| ” [AD|> |BC| ` [DE] 
AD DE 
») HBI = 6 
JAD] _ _ |DE| 
IAB| ” [AC|-|AB| 


Ćwiczenie 2 
a) Z twierdzenia Talesa: 
|AB| _ |BC| |AB| _ |AC| 
|AD| ` |DE|> |AD| ` |AE| 
|AC| _ ICS] 
oraz HAE] = JET] 
IBC] _ |AB| _ |AC| _ ICS] 
Stąd DE|  |AD| ` |ABE| ` JET] 


b) |DE| = 3, |AD| = 6 


Ćwiczenie 3 
ZĘ = 23 skąd d = 6. 


|ED| =d+c=10,5 


Multiteka 


e Dowód twierdzenia Talesa 
z wykorzystaniem pól trójkątów 
e Dowód twierdzenia Talesa 
z wykorzystaniem podobieństwa 
trójkątów 
e Dowód twierdzenia odwrotnego 
do twierdzenia Talesa 
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p] a) Uzasadnij, że: 


6.3. Twierdzenie Talesa 


Twierdzenie Talesa 


Jeżeli ramiona kąta AOQA' są przecięte dwiema prostymi równoległymi 
AA' i BB to długości odcinków wyznaczonych przez te proste na jednym 
ramieniu tego kąta są proporcjonalne do dłu- 
gości odpowiednich odcinków wyznaczonych 
przez te proste na drugim ramieniu: 


|OA'|  |A'B'| CARROL 
|OA| — |AB| |OA| — |OB| O 
Ćwiczenie 1 


a) Długość którego odcinka (rysunek obok) na- 


leży wstawić w miejsce |? |, aby otrzymać proporcję 


BD | CE 
prawdziwą? Zapisz tę proporcję w zeszycie. 


?] _ |AB| IAC| E A 
|AE| |AD|’ |BC| |DE| 


b) Oblicz długość odcinka AD, jeśli: |AB| = 3,6; |AC| = 5,4; |DE| = 1,2. 


Ćwiczenie 2 
Proste: BD, CE i ST (rysu- 
nek obok) są równoległe. 


|BC| _ |CS] 
|IDE| |ET| 
b) Oblicz długości odcinków: AD i DE, jeśli |AS| = 10. 


. x 2 2 Q b e. PE P à ś 
Zauważmy, że równość — = > zachodzi również w sytuacji przedstawionej na 
c 


rysunku poniżej (BD || CE). 


Ćwiczenie 3 

Oblicz długość odcinka ED (rysunek 
obok), jeśli a = 3,6, b = 4,8, c= 45 
oraz proste BD i CE są równoległe. 


Ćwiczenie 4 
działka I: 35 m, działka III: 21 m 


Ćwiczenie 4 

Każda z trzech działek budowlanych położonych 
między ulicami Klonową i Wiązową ma kształt tra- 
pezu (rysunek obok). Oblicz długości boków dzia- 
łek I i III przylegających do ulicy Klonowej. 


Klonowa 


Przykład 1 
Za pomocą cyrkla i linijki podziel dany odcinek AB na trzy równe części. 


B 
A 
P, P> P 
Odcinek AB umieszczamy na jednym ra- Przez punkt P3 i B prowadzimy prostą 
mieniu kąta. Na drugim ramieniu odmie- (prosta k), następnie konstruujemy dwie 


rzamy trzy odcinki tej samej (dowolnej) proste równoległe do prostej k przecho- 
długości. Są to odcinki AP, , Pi P> i PoP3. dzące przez punkty P> i P, (proste l i m). 
Patrz str. 283. 


Zgodnie z twierdzeniem Talesa odcinki wyznaczone na ramionach kąta przez 
proste równoległe są proporcjonalne, więc opisana konstrukcja prowadzi do 
podziału odcinka AB na trzy równe części. 


Ćwiczenie 5 Ćwiczenie 5 

Jak za pomocą cyrkla i linijki podzielić dany odcinek: a), b) Analogicznie jak w przy- 
a) na 5 równych części, b) na 7 równych części, c) w stosunku 4:5? kodzie l az a) 6b) T 

równych odcinków. 

c) Analogicznie jak w przykła- 
dzie 1 odkładamy 9 równych od- 
cinków. Jeżeli pierwsze 4 czę- 
ści oznaczymy jako odcinek AC, 
Jeżeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kąta są a pozostałe 5 — jako odcinek CB, 
proporcjonalne do odpowiednich odcinków wyznaczonych przez te proste (oś AUE logs joe acl 


A R 4 ktem C t ku 4:5. 
na drugim ramieniu kąta, to te proste są równoległe. E A 


Prawdziwe jest również twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa. 


Twierdzenie 


Ćwiczenie 6 

a) Podaj przykłady proporcji odcinków, z których 

wynika równoległość prostych k i l (rysunek obok). 
[D] b) Uzasadnij, że jeśli |AB| = 2,4, |AC| = 3,6, 

|AD| = 2,8 i |DE| = 1,4, to proste BD i CE są 

równoległe. 


Ćwiczenie 6 
IAB] _ |AC| |AB| _ |BC| |AB| _ |BD| 
a) np. IAD| ra |AD| a |AC| e 
MEJ aa e Kg] _ Se 6 . |AB| _ |AC| 
b) [AD| = 28 = 7» JAP) = getha T 7» CZYJ jap) = JAF) 


Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa 
proste BD i CE są równoległe. 
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Ćwiczenie 7 [p] Ćwiczenie 7 e 
Niech punkt E będzie środkiem Wykaż, że w dowolnym trójkącie odcinek łą- 


boku AC, a punkt F — środkiem czący środki dwóch boków jest równoległy do E F 
boku BC. trzeciego boku. 

ea = EA = L ai 

caj = |6B| = 2» Zatem na mocy 


twierdzenia odwrotnego do twier- A B 
dzenia Talesa mamy: EF || AB. Zadania 


Odpowiedzi do zadań 
IL a) amo EA 
b) z = 10, y = 12 a) k 


2. 53 cm, 4 cm, 22 cm 


1. Wiedząc, że proste k, li m są równoległe, oblicz długości z i y. 


3. Konstrukcja odcinka 
o długości a?. 


4,5 36 / Y 


2. Dany jest trapez ABCD o ramionach |AD| = 9 cm, |BC| = 12 cm. Na 
ramieniu AD wybrano punkty P i Q takie, że |AQ| = 7 cm i |DP| = 5 cm. 
Oblicz długości odcinków, na jakie proste równoległe do podstaw trapezu 
i przechodzące przez punkty P i Q podzieliły ramię BC. 


Jeżeli k || l, to $ = 2, czyli 


J 
c=a. 


Konstrukcja odcinka 


o długości a”. 3. Na rysunku pokazano, jak — mając dane od- 
k l cinki o długościach 1 i a — skonstruować od- 
T cinek o długości x = L, Opisz, jak mając r Z 


dane odcinki o długościach 1 i a, skonstruo- 
3 


wać odcinki o długościach a? i a 


> 4. Opisz, jak podzielić dany odcinek w stosunku 1: v2. 
Jeżeli k || l, to F = Z, czyli 
ra. 5. Sprawdź, które z prostych k, li m są równoległe. 


5.a)kim b)lim b) 


4. Konstruujemy kwadrat o boku 1 (patrz s. 283, 284). 
Jego przekątna ma długość V2. Następnie odcinek AB 
umieszczamy na jednym ramieniu kąta. Na drugim % 
ramieniu odmierzamy odcinki o długościach 1 i V2. 

Przez końce obu odcinków prowadzimy prostą k i kon- 
struujemy prostą l równoległą do k (rysunek obok). X l 
Prosta l dzieli odcinek AB w stosunku 1 : V2. 
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6. Punkty: P, Qi Rsą środkami odcinków: AB, BC i DE (rysunek poniżej). 


A y P Y B 4 Q 2 C 
EJ a) Wykaż, że trójkąt PQR jest prostokątny. 
b) Oblicz obwody trójkątów BDE i PQR, jeśli |AB| =6i|CD|=4. 


Dowód twierdzenia Talesa 

Zakładamy, że proste k i l są równolegle (rysunek poniżej). 

Trójkąty ADB i DEB mają 
wspólną wysokość hı, zatem: 


IRADIS ne $chı a: [23 
PDEB 3 dhą d 


Trójkąty ADB i CBD mają 
wspólną wysokość h, zatem: 


PpEB = PoBD 


= Paps + PeBD = 


Na podstawie powyższych równości otrzymujemy + = Ź lub równoważnie 
P powyzszy yaum y = Papo 
a 6 Stąd: 
a g c+d _ a+b 
c d SS = 2 
czyli: 
a b 2 = atb 
[D] 7. Skorzystaj z oznaczeń na rysunku powyżej i uzasadnij, że z równości — = i Gore 
ika ró a ab 6 Zatem z równości 
wynika równość — = : ea Ba ©, Db 
y- F cHd nika, że $ = ia 
6.a) => = = z, zatem na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia 
z y z 


Talesa mamy: AE || PR || BD oraz CD || QR || BE. 
4RPQ = 30°, ponieważ jest to kąt odpowiadający kątowi EAB, oraz ARQP = 60°, 
ponieważ jest to kąt odpowiadający kątowi DCB, zatem 4APRQ = 90°. Zatem 
trójkąt PQR jest prostokątny. 
b) Zauważmy, że: |BE| = 3|AB| = 3 oraz |BC| = 2|DC| = 8. Obliczamy długość 
odcinka BD: |BD| = 4|BC|V3 = 4v3. 
Zatem ObaBcp = 12 + 4V3. Zauważmy, że trójkąty PQR i BCD są podobne 
w skali £, skąd: 

8, ską Obapqn = g(12 + 4V3) = 5(3 + V3) 
Na mocy twierdzenia Pitagorasa: |ED| = 4/32 + (4/3)? = V57. 
Zatem ObaspE = 3 + 4V3 + V57. 


6.3. Twierdzenie 


Jima _ 3ahą a 
PoBp  gbha b 
7. ań — alera — c+d 
Trójkąty DEB i CBD mają GO. ż 
7 a+b)h a 
wspólną podstawę BD oraz tę Rog = = 2 = t 
samą wysokość (gdyż proste Z równości pól: 
k i l są równoległe). Zatem: PpEB = PcBD 
otrzymujemy: 


Pasg = Paps + PpEB = 


a b 


ez Gl WAŻ 


Talesa 265 EEEE 


Uczeń: 

— wyjaśnia pojęcie figur 
podobnych, 

— oblicza długości boków 
w wielokątach podobnych, 

— wykorzystuje zależności 
między obwodami wielokątów 
podobnych a skalą podobień- 
stwa do rozwiązywania zadań, 

— udowadnia elementarne 
własności wielokątów 
podobnych. 


Ćwiczenie 1 
a 2,4 


5” EG 7 
a) tak, 
b) nie, 


c) tak, $=G=$ 


2 
3 


la IA alo 
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6.4. Wielokąty podobne 


Dwie figury geometryczne są podobne, jeśli są tego samego kształtu, lecz nie- 
koniecznie tej samej wielkości. Na przykład podobne są dwa dowolne koła, 
dwa dowolne kwadraty czy trójkąty równoboczne. 


Na rysunku poniżej podobne są czworokąty F, i F. Żaden z nich nie jest 
podobny do czworokąta F3. 


A A M 


Dwa wielokąty są podobne, jeśli ich odpo- 
wiednie kąty są równe, a odpowiednie boki 


Jeśli figury Fı i F» są po- 


mera dobne, to piszemy F} ~ F>. 


Przykład 1 
Uzasadnij, że równoległoboki F; i F> są podobne. 


Długości boków równoległobo- 15 

ków F; i F> są proporcjonalne, 10 

ponieważ ję = Ę, a ich odpo- 4 IB, 12 
wiednie kąty są równe. Zatem š 

F, ~ Fp. oÀ a 


Ćwiczenie 1 
Dany jest prostokąt P, o bokach a = 2,4 i b = 1,8. Sprawdź, czy prostokąt ten 


jest podobny do prostokąta P> o bokach ci d. 


a)c=3,6, d=27 b) c=4, d=6 c) c=54, d=72 
Ćwiczenie 2 
Sprawdź, czy równoległoboki F} i F> są podobne. 
a) 7,5 b) 
12 
E 8 
Ćwiczenie 2 


a) tak, Z = = oraz 180° — 110” = 70° 


b) nie, 180” — 65° £ 105° 


Stosunek długości odpowiadających sobie odcinków w wielokątach podob- 
nych nazywamy skalą podobieństwa (zwykle oznaczamy ją literą k). 


Przykład 2 36 
Prostokąty P, i P> (rysunek obok) są 2,7 - 
podobne. Podaj skale podobieństwa 

prostokąta P) do prostokąta P, oraz 1,5 P, 2 P, 
prostokąta P, do prostokąta P}. 


Skala podobieństwa prostokąta P) do prostokąta P, jest równa: 
—_ 2 _4 
ką = 15 =3 
3,64 


Zwróć uwagę, że również >= = 3. 


Skala podobieństwa prostokąta P, do prostokąta P, jest równa: 
ko = 15 = 3 Zauważ, że skale podobieństwa 
Ę z kı i k2 są liczbami odwrotnymi. 
Zwróć uwagę, że jeśli figury F; i F> są przystające, to są podobne, a ich skala 
podobieństwa jest równa 1. 


Ćwiczenie 3 
Figury F; i F} są podobne. Podaj skalę podobieństwa figury F, do figury Fı 
oraz skalę podobieństwa figury F} do figury F>. 


a) 1,4 b) 6 
3,9 
1,2 
2,1 Ei 5 Y N 5 
Fi 
3,6 2 
Przykład 3 


Dane są prostokąty: P) o bokach „a = 5 i by = 8 oraz podobny do niego P> 
o krótszym boku a = 15. Oblicz długość drugiego boku prostokąta P>. 


Oznaczmy przez b długość szukanego boku. Prostokąty są podobne, zatem: 
ba 15 ba a 


b 8 5 bi ai 
Stąd = = 3, czyli b = 24. 


Długość boku bə możemy też wyznaczyć, obliczając najpierw skalę podobień- 
stwa. Skala podobieństwa k prostokąta P) do prostokąta P, jest równa 3, co 


oznacza, Że: 
bə = k -8 = 3 -8 = 24 


Ćwiczenie 3 
a) F do Fo: ż, FE do Fi: 
b) Fı do F>: Ę, F> do Fi: 


Wn WIN 
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Ćwiczenie 4 

dk 12 |GD|-45 
|A'D'| = 7,8, |B'C'| = 7,2 
b)k=25 |CD|=5, 
|'B'| =5, |A'D'| = 24 


Ćwiczenie 5 

Krótsza przekątna równoległo- 
boku ABCD: d = 6V3, stąd ska- 
la podobieństwa A'B'C'D'’ do 
ABCD wynosi: k = z. 

a) ObaBcp = 36, czyli 
ObąrBrgrp! = 36- ż = 54 

b) Niech krótsza przekątna rów- 
noległoboku ABC D łączy wierz- 
chołki B i D, wówczas pole trój- 
kąta ABD: 

Pagp = 3:12: hı = 5-6: 6V3, 
czyli hı = 3V3. 

Pagon = 36V3 = 6- h2 

Stąd druga wysokość ha = 6V3. 
Wysokości A'B'C'D': 

hi =3v3:3 = 3V3, 

hą = 6V3: $ =9v3. 


KIW WIW 


Odpowiedzi do zadań 


1. a) Bok Ko ma długość 8 cm, 
czyli skala podobieństwa Kı 
do Ka: k= Š. 

b) Bok Kə ma długość 10 cm, 
czyli skala podobieństwa Kı 


do Ka: k=g. 
2. 4 
9 
4 © m 
=5,22U 
= 


Zatem skala podobieństwa: 


Ś oe 
k=g=3 
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Ćwiczenie 4 
Czworokąty ABCD i A'B'C'D' są podobne. Oblicz skalę podobieństwa więk- 
szego czworokąta do mniejszego oraz brakujące długości boków tych czworo- 


kątów. 

D' 

b E2 D' 

p! | ZĄ 

5,4 vB) c B' 4 
C' 

6 7,5 
D 13 
B A 12,5 B 


Ćwiczenie 5 


Przeczytaj informację w ramce, a następnie 
wyznacz szukane wielkości. 


Dany jest równoległobok ABCD o bokach 
długości 6 cm i 12 cm. Jego krótsza prze- 


Jeśli dwa wielokąty są podobne 
w skali k, to proporcjonalne są 
nie tylko ich boki, lecz także 
inne odpowiadające sobie od- 
cinki, na przykład wysokości 
czy przekątne. 


kątna tworzy z jego krótszym bokiem kąt nodoh 
prosty. Równoległobok A'B'C'D' jest podob- aa: 

ny do równoległoboku ABC D, a jego krót- 

sza przekątna ma długość 9y3 cm. | 


a) Oblicz obwód równoległoboku A'B'C'D". 
b) Oblicz wysokości obu równoległoboków. 


Zadania 


Oblicz skalę podobieństwa kwadratu K, o boku 5 cm do kwadratu K3: 


a) o przekątnej 8y2 cm, b) o obwodzie 40 cm. 


Trapez o podstawach długości 4 cm i 9 cm podzielono prostą równoległą do 
podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz skalę podobieństwa otrzymanych 
trapezów. 


Dany jest prostokąt P o bokach długości 12 cm i 8 cm. Oblicz obwód 
prostokąta P’, jeśli skala podobieństwa prostokąta: 


a) P' do P jest równa 8, b) P do P’ jest równa 2. 


Uzasadnij, że dwa prostokąty są podobne, gdy stosunek długości do sze- 
rokości jest w obu prostokątach taki sam. 


. a) Ob = 40 - 3 = 120 [cm] 


b) Ob' = 40: 4 = 20 [cm] 


. W prostokątach wszystkie kąty mają miarę 90”, więc warunek równości odpowied- 


nich kątów jest spełniony. Do wykazania pozostała proporcjonalność odpowiednich 
boków. Rozważmy dwa prostokąty o bokach odpowiednio: a, b i GBA 
Z założenia % = k oraz 5 = k, czyli a = bk oraz a = b'k, stąd ;4=i=4 


dk b” 
Zatem prostokąty te są podobne. 


12. 


11. 


12. 


. Dany jest prostokąt ABCD o bokach długości 


a) Dwa romby są podobne w skali k = 5, Oblicz obwód każdego z nich, 
jeśli długości przekątnych mniejszego są równe 12 i 16. 
b) Przekątne rombu ABCD mają długości 10 i 24, 


obwód podobnego do niego rombu A'B'C'D' jest pA 

równy 78. Oblicz skalę podobieństwa większego 

rombu do mniejszego. 4 

Trapez A'B'C'D' o obwodzie równym 24 jest po- 

dobny do trapezu prostokątnego ABCD (rysunek > 

obok). Oblicz długości boków trapezu A'B'C'D'. A 5 B 


Dany jest trójkąt prostokątny ABC o bokach długości 9 cm, 12 cm i 15 cm. 
Trójkąt A'B'C' jest podobny do trójkąta ABC w skali k = z, Oblicz 
wysokość opuszczoną na przeciwprostokątną w każdym z tych trójkątów 
oraz sumę ich obwodów. 


Dwa kwadraty o przekątnych długości dı i dą są podobne w skali k = v2. 
Oblicz sumę obwodów tych kwadratów, jeśli dy + d = 2. 


Prostokąt AB'C'D' jest podobny do prostokąta 4 
ABCD (rysunek obok). Oblicz skalę podobieństwa <60'| 8 
tych figur, jeśli obwód prostokąta A'B'C'D' jest równy 

20 + 20v3. r T 


. Prostokąt o bokach długości z i 4, gdzie x > 4, jest podobny do prostokąta 


o bokach długości 6 i «+5. Uzasadnij, że suma obwodów tych prostokątów 


jest równa 70. 
D F C 


1+v5 


2 
i 1. Uzasadnij, że po odcięciu od tego prostokąta kwa- 


dratu o boku 1 (rysunek obok) otrzymamy prostokąt 
BCFE podobny do prostokąta ABC D. 


Arkusz papieru formatu A4 jest prostokątem, który 
po złożeniu na pół daje dwa prostokąty podobne do 


NIS 
NIS 


ve 


prostokąta wyjściowego (arkusze formatu A5). 


a) Jaki jest stosunek długości boków arkusza A4? A6 


b) Krótszy bok arkusza A4 ma długość 21 cm. Jaką 
długość ma dłuższy bok? Odpowiedź podaj z dokład- 
nością do 1 mm. 


roje 


A5 


c) Jakie są wymiary arkusza A5, a jakie — arkusza A6? 


W prostokątach wszystkie kąty mają miarę 90”, czyli warunek rów- 
ności odpowiednich kątów jest spełniony. Do wykazania pozostała 
proporcjonalność odpowiednich boków. 


IAB] SE _ 145 
|BC| 1 2 
Eb) "an ae syn 20SF sa 
|BE| 1ŁY5_q V5—1 V5-1 vV5+1 4 2 
ZE Ro 
Zatem a = SEL czyli prostokąty ABCD i BCFE są podobne. 
a) 3 = 4, skąd Yy = 2, czyli * = V2. 


Zatem stosunek długości boków wynosi V2 : 1. 
b) 4 = V2, czyli y = 21Y2 cm x 297 mm. 
c) Arkusz A5: 21 cm x 14,8 cm, arkusz A6: 10,5 cm x 14,8 cm 


. a) Długość boku mniejszego 


rombu: a, = 10 

Obwody rombów: Ob; = 40, 
Oba = $ - 40 = 100 

b) Bok rombu ABCD: 

a = 13, czyli ObaBcp = 52 
Skala podobieństwa rombów: 
B= 6-8 


©. A 


. |CB| =5, ObaBcp = 16 


Skala podobieństwa A'B'C'D' 
do ABCD: k = % = 1,5 
Długości boków trapezu 


MB ODM 65 6 75 (5 


7. Paso =3-9:12=35-15-h, 


10. 


czyli h = 7,2 cm 
h=7,2: 4 =1,5 [cm] 
ObaBc = 36 

Suma obwodów: 

36 + Ž - 36 = 73,5 [em] 


ai =a2V2 
Ek 2 

a1 =2vV2—2 
Wa 


Suma obwodów: 44/2 


. |AC| = 16, czyli |AB| = 8v3 


ObaBcp = 16 + 1673 
Skala podobieństwa: 
— 20(1+V3) _ 
~ IGGEE/B) 1,25 
z > 4, więc 1 +5>6 
Z podobieństwa prostokątów: 


zj. = 5, Czyli z = 10. 
Zatem suma obwodów tych 
prostokątów jest równa: 


28 + 42 = 70 
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Uczeń: 

— podaje cechy podobieństwa 
trójkątów, 

— sprawdza, czy dane trójkąty 
są podobne, 

— oblicza długości boków 
trójkąta podobnego do 
danego w danej skali, 

— układa odpowiednią 
proporcję, aby wyznaczyć 
długości brakujących boków 
trójkątów podobnych, 

— wykorzystuje podobieństwo 
trójkątów do rozwiązywania 
zadań, uzasadnia podobień- 
stwo trójkątów, stosując 
cechy podobieństwa. 


Ćwiczenie 1 
4<6<cgoraz2<y<4, zatem: 
4, =u07" 75 
29 A 


Caii a S S N E 

Skala podobieństwa większego 
trójkąta do mniejszego jest rów- 
na 2. 


Ćwiczenie 2 
a) g = 5 = #, zatem trójkąty 


są podobne. 


1 1 
b) = A 2, zatem trójkąty nie 


są podobne. 


Multiteka 


e Wyznaczanie wysokości 
budynków z wykorzystaniem 
podobieństwa trójkątów 

e Fraktale 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 6.5 


> Generator 


testów i sprawdzianów 
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6.5. Trójkąty podobne 


Aby ustalić podobieństwo trójkątów, nie musimy sprawdzać przystawania 
wszystkich kątów i proporcjonalności wszystkich boków. Możemy skorzystać 
z twierdzeń znanych jako cechy podobieństwa trójkątów. 


Cecha BBB 


Jeśli trzy boki jednego trójkąta są odpowiednio proporcjonalne do trzech 
boków drugiego trójkąta, to trójkąty te są podobne. 


Jeśli ; = Š = $, to trójkąty ABC 


i AB'C' są podobne, co zapisujemy: 
AABC ~ NA BC 


Ćwiczenie 1 

Przedstawione na rysunku trójkąty są podob- 
ne. Oblicz długości boków z i y tych trójkątów. 
Podaj skalę podobieństwa. 


Ćwiczenie 2 
Dane są długości boków dwóch trójkątów. Czy te trójkąty są podobne? 
a) 6, 8, 12 oraz 9, 12, 18 b) 15, 24, 33 oraz 9, 15, 20 


Cecha KKK 


Jeśli kąty jednego trójkąta są równe kątom drugiego trójkąta, to trójkąty 
te są podobne. 


Jeślla=«,B=B'iy=y,to: B A 
AABC ~ AA'B'C' AN / 
BEN AN N 
l é A c A 
[D] Ćwiczenie 3 


a) Uzasadnij, że jeśli dwa kąty jednego trójkąta są równe dwóm kątom dru- 
giego trójkąta, to trójkąty te są podobne. 

b) Uzasadnij, że trójkąt prostokątny, w którym jeden z kątów ma miarę 27°, 
jest podobny do trójkąta prostokątnego, w którym jeden z kątów ma miarę 63°. 


Ćwiczenie 3 

a) Dwa kąty jednego trójkąta są równe dwóm kątom drugiego trójkąta. Niech miary 
tych kątów będą równe a i 8. 

Wówczas trzeci kąt pierwszego trójkąta jest równy 180 — (œ+ 8) oraz trzeci kąt drugiego 
trójkąta jest równy 180° — (a + 8), czyli kąty te również są równe. Na mocy cechy KKK 
trójkąty te są podobne. 

b) Miary kątów pierwszego trójkąta: 27°, 90°, 90° — 27° = 63° 

Miary kątów drugiego trójkąta: 63”, 90”, 90° — 63 = 27 

Na mocy cechy KKK trójkąty te są podobne. 


Cecha BKB 


Jeśli dwa boki jednego trójkąta są proporcjonalne do dwóch boków dru- 
giego trójkąta i kąty zawarte między tymi bokami są równe, to trójkąty te 


są podobne. 
4: 6 o Daie ; i B 
Jeśli yy do 
AABC ~ NABC' a 
A 
C b A 
[D] Ćwiczenie 4 


Dane są trójkąty prostokątne Tı i Tə. Uzasadnij, że jeśli stosunek długości 
przyprostokątnych w trójkącie 71, równa się stosunkowi długości przyprosto- 
kątnych w trójkącie 7», to trójkąty te są podobne. 


[D] Ćwiczenie 5 


Uzasadnij, że trójkąty Tı i T} są podobne. Podaj skalę podobieństwa trójkąta 
T, do trójkąta 15. 


a) b) 
9 12 V6 


Zadania 


elw 


1. Wśród trójkątów przedstawionych na rysunku wskaż pary trójkątów po- 
dobnych. Dla każdej pary podaj skalę podobieństwa. 


24 
5 O 
12 = 7 
12 
8 10 T5 
15 


2. a) Dany jest trójkąt ABC o bokach długości: 6, 8, 12. Najdłuższy bok 
trójkąta A'B'C' jest równy 16 oraz AABC ~ AA'BUC.. Jaka jest skala 
podobieństwa tych trójkątów? Oblicz obwód trójkąta A'B'C". 

b) Trójkąt ABC, którego obwód jest równy 55, jest podobny do trójkąta 
o bokach długości: 4, 8, 10. Oblicz długości boków trójkąta ABC. 


Odpowiedzi do zadań 
1. Ti i Ts, kı = 2; To i Ta, k2 = 4 
2. a) Skala podobieństwa: k = ię = 
Ob = } (6 +8 + 12) = 3 - 26 = 344 
b) Skala podobieństwa: k = Ie =š 
Długości boków: Ž - 4 = 10, Ž - 8 = 20, 5 - 10 = 25 


Ćwiczenie 4 
Niech ar, bi, a2, ba będą przypro- 
stokątnymi odpowiednio trójką- 
tów Tı i Tə. 
Z założenia 31 = z wynika, że: 
i, bi 
az bo 
Trójkąty Tı i To są prostokątne, 
czyli kąt między przyprostokąt- 
nymi w każdym z trójkątów ma 
miarę 90”. Zatem na mocy cechy 
BKB: T ~ Tb. 


Ćwiczenie 5 
a) Kąty między przyprostokąt- 
nymi są równe oraz równe są sto- 


sunki odpowiednich boków: 
3,75 _ 9 


5 12 
więc na podstawie cechy BKB: 
ToT 
Skala podobieństwa: k = ł. 
b) Przyprostokątne trójkąta Tı: 
V3 i v6. 
Przyprostokątne trójkąta T2: 
3 i 3v2. 
Kąty między przyprostokątnymi 
są równe oraz równe są stosunki 
odpowiednich boków: 
6 _ v3 
3V2 3 
więc na mocy cechy BKB: 
ToT 


Skala podobieństwa: k = w 


3 * 
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ŚL A] £=X J=20 
b) z = 15, y = 13 


4. a) Na mocy cechy KKK trój- 
kąty ABC i AED są podobne 
w skali k = 1248 = 3, więc: 
ObaBc = 4 (12 +8 + 15) = 
=525 
b) |AD| = 6; |BC| = 6,25; 
Ob = 18,75 


5. a) 20, 25 
b) 224, 28 


8. Na podstawie zadania 7: 


o. JEŚ]| 
IBC] w 
czyli: 
|BC| = 2V5 cm 
Ponadto: 
B_ — [£al 
CA T 
czyli: 
|CA| = 4v5 cm 


Pole trójkąta: 
P = į - 2V5 . 4V5 = 20 [cm?] 
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4. 


6. 


Korzystając z podobieństwa odpowiednich trójkątów, oblicz długości od- 
cinków z i y. 


D 
a) D b) 
Y 
5 K T 
; a Ś 
Pa A 
A Bop- C 


A 8 BIC 
Wiedząc, że ED || BC, oblicz obwód trójkąta ABC. 


a) c 


54 
D 
4 
49 
E 
1 1,5 
B C 


A 12 E 6 B 


a) Trójkąt prostokątny o przyprostokątnych równych 12 i 16 jest podobny 
do trójkąta o obwodzie równym 6. Oblicz długości przeciwprostokątnych 
obu trójkątów. 

b) Trójkąt prostokątny o przeciwprostokątnej równej 100 jest podobny do 
trójkąta o przyprostokątnych 12 i 3,5. 

Oblicz obwody obu trójkątów. 


C 
- 
Uzasadnij, że AABC ~ ADEC. Oblicz: ®© " 
a) skalę podobieństwa tych trójkątów, D > ŹLE 
b) obwody tych trójkątów. 4 19 > 


a) Wypisz pary trójkątów podobnych (rysunek poniżej). Odpowiedź uza- 
B 

aa 
C A 


Oblicz pole trójkąta prostokątnego, w którym wysokość poprowadzona 


sadnij. 

b) W trójkącie prostokątnym o przyprostokąt- 
nych długości 3 i 4 poprowadzono wysokość 
z wierzchołka kąta prostego. Oblicz długości od- 
cinków, na jakie wysokość ta podzieliła przeciw- 
prostokątną. 


z wierzchołka kąta prostego podzieliła przeciwprostokątną na dwa odcinki 
długości 2 cm i 8 cm. 


|CE| = 4/10? — (2V5)? = 4v5, więc |CB| = 6V5 i |AC| = 4/15? — (6v5)? = 3v5. 


a5 = S5 = z oraz kąt C jest wspólny dla obu trójkątów, zatem na mocy cechy 
BKB: AABC ~ ADEC. 
a) k = z 


b) ObaBc = 15 + 9V5, Obpec = 10 + 6V5 


. a) Niech ACAD = a, wówczas: CBA = 90 — a, 4BCD = a, 4ACD =90 — a. 


Zatem na mocy cechy KKK: 
ABC ~ ACBD, AABC ~ AACD, ACBD ~ AACD 
b) |BC| = 3, |CA| = 4, czyli |AB| = 5 
AABC ~ ACBD, stąd EA = $, czyli |BD| = 1,8 
AABC ~ AACD, stąd PA = 4, czyli |DA] = 3,2 


9. 


o]10. 
[p]11. 


pJ12. 


o]13. 


12. 


14. 


Aby obliczyć wysokość drzewa, uczeń ustawił się tak, że koniec jego cienia 
pokrył się z końcem cienia drzewa. Okazało się, że musiał stanąć w odle- 
głości 22,5 m od drzewa. Cień rzucany przez ucznia miał długość 4,5 m. 
Jaka jest wysokość drzewa, jeśli uczeń ma 180 cm wzrostu? 


W trójkącie ostrokątnym DEF poprowadzono wysokości DM i EN. Wy- 
każ, że trójkąty FEN i FDM są podobne. 

W trójkącie ABC połączono odcinkami punkty 
będące środkami boków (rysunek obok). 

a) Wykaż, że trójkąty ABC i EFG są podobne. 
b) Uzasadnij, że trójkąty: Ty, Tə, Tə i Tą są 
przystające. A 


E 


LN 
[N/A 


G 
N X 


a) Dany jest trapez o podstawach AB i CD. Jego przekątne przecinają się 
w punkcie O. Uzasadnij, że trójkąty ABO i CDO są podobne. 

b) Jaka jest odległość punktu O (rysunek 
obok) od krótszej podstawy, jeśli wysokość 


Uzasadnij, że jeśli stosunek przeciwprostokąt- 
nych trójkątów prostokątnych jest równy sto- 


sunkowi odpowiednich przyprostokątnych, 
tj. e, = 5 lub = = g tO trójkąty te są po- 
dobne. 


D C 


trapezu wynosi 6 cm, a długości podstaw są 
równe odpowiednio 4 cm i 8 cm? Oblicz pola 
trójkatów ABO i CDO. A B 


a) Dany jest trapez o podstawie AB i przekątnych AC i BD. Wykaż, że 
jeśli przekątne trapezu przecinają się w punkcie O, to pola trójkątów AO D 
i BOC są równe. 

b) Dłuższa podstawa trapezu ma długość 10 cm. Punkt przecięcia przekąt- 
nych tego trapezu jest odległy o 5 cm od jego dłuższej podstawy i o 3 cm 
— od krótszej. Oblicz pola trójkątów, na które przekątne dzielą trapez. 


5 = 4 = k, gdzie k > 0, czyli c= kc oraz a = ka. Z twierdzenia Pitagorasa: 


b= VETA = yed)? — kla)? = ky (d)? — (0)? = kb 
czyli 2 = jk 
Na mocy cechy BBB trójkąty te są podobne. 


Analogicznie wykazujemy podobieństwo trójkątów, gdy 5 = 2. 
a) Zauważmy, że Paagc = PAABD, gdyż wysokości tych 
trójkątów opuszczone na wspólny bok AB są równe. 


zz 


PaBoc = PanaBc — PAaBO 
Pnaop = PAABD — PAABO 


Zatem Pagoc = Phaon. A B 


b) 25 cm”, 15 cm”, 15 cm”, 9 cm? 


9. 


11. 


13. 


10,8 m 


D E 


Niech a =4DFE. 

Oba trójkąty są prostokątne 
i mają wspólny kąt a, zatem 
mają równe kąty. Na mocy ce- 
chy KKK otrzymujemy: 
AFEN ~ AFDM. 

J) ES = ICE] 


|GA| e 7 |CB| oraz 
JAC B =4FCE, zatem 
na mocy cechy BKB mamy: 
AABC ~ AFEC, czyli: 


|FE| = z|AB| 
Analogicznie pokazujemy, że: 

|FG| = ;|BC| 

[GE| = z|AC| 


Zatem na mocy cechy BBB 
mamy: AABC ~ AEFG. 


b) |AG| = |GB| =|FE| = 


= 31AB] 
|FG| = |EB| = |CE| = 
= z|CB| 
|AF| = |GE| = |FC| = 
= 3|4C| 


Zatem trójkąty: Tı, T2, T3 i T4 
są przystające na mocy cechy 
BBB. 

a) X AOB =<COD jako kąty 
wierzchołkowe 

4BAO = 4DCO jako kąty 
naprzemianległe 

JABO = 4CDO jako kąty 
naprzemianległe 

Na mocy cechy KKK mamy: 
AABO ~ ACDO. 

b) 2 cm, PaaBo = 16 cm’, 
Pacpo =4 cm? 
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1. a) Z założenia |CQ| = |QA| 


i |CP| = |PB], stąd: 


IcQ| _ IQAI 
EA FA 


Na podstawie twierdzenia od- 

wrotnego do twierdzenia Ta- 

lesa odcinki PQ i AB są rów- 

noległe. 

b) 4AOB = 4POQ (kąty 

wierzchołkowe) 

JOAB = 40PQ (kąty 

naprzemianległe) 

JOBA = 4OQP (kąty 

naprzemianległe) 

Na mocy cechy KKK: 
AABO ~ APQO 


= : A 
c) Z założenia = = 


AABC ~ AQPC, więc: 
|AB| _ |CA| _ 2 


IQP] ~ |cQl 1 

AABO ~ APQO, zatem: 

|AO| _ |BO| _ |AB| _ 2 

Ipo|  |Qo| PA 1 
Analogiczne rozumowanie 
prowadzimy dla środkowych 
poprowadzonych z wierzchoł- 
ków A i C. Punkt przecię- 
cia tych środkowych również 
dzieli każdą z nich w stosun- 
ku 2:1 (licząc od wierzchołka 
trójkąta). Zatem punkt O 
należy do wszystkich trzech 
środkowych trójkąta ABC. 
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Proste i odcinki pomocnicze 


Przeprowadzając dowody w geometrii, często dorysowujemy pomocnicze od- 


cinki lub proste. 


pl 1. 


Udowodnij, że środkowe trójkąta przecinają się w jednym punkcie. Punkt 
ten dzieli każdą ze środkowych w stosunku 2: 1, gdy liczymy od wierzchołka. 
Rozpatrzmy środkowe AP i BQ trójkąta ABC. 
Punkt O jest punktem ich przecięcia. Rysujemy 
pomocniczy odcinek PQ. 


Uzasadnij kolejno, że: 

a) odcinek PQ jest równoległy do odcinka AB, 

b) trójkąty ABO i PQO są podobne, 

c) punkt O dzieli każdą ze środkowych AP 

i BQ w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierzchołka. 


A 


Przeprowadź analogiczne rozumowanie dla środkowych poprowadzonych 
z wierzchołków A i C, a następnie uzasadnij, że wszystkie środkowe trójkąta 
przecinają się w jednym punkcie. 


. Udowodnij, że proste zawierające wysokości trójkąta przecinają się 


w jednym punkcie. 


By A 


Dany jest trójkąt ABC. Rysujemy 
proste pomocnicze: 

» prosta k jest równoległa do boku BC 
i przechodzi przez wierzchołek A, 

» prosta l jest równoległa do boku AC 
i przechodzi przez wierzchołek B, 

» prosta m jest równoległa do boku AB 
i przechodzi przez wierzchołek ©. 


Punkty przecięcia prostych k, l, m oznaczamy przez 4,, By, C, — jak na 
rysunku. Uzasadnij kolejno, że: 


a) czworokąty ABC Bı i AC, BC są równoległobokami (skąd wynika, że 
|AC,| = |AB|, analogicznie |BC;| = |BA;| i [CA] = |CB;/)), 


b) punkt przecięcia symetralnych boków trójkąta A,B,C; jest punktem 
przecięcia prostych zawierających wysokości trójkąta ABC. 


. a) Bok B;C jest zawarty w prostej m, która jest równoległa do boku AB. 


Bok AB; jest zawarty w prostej k, która jest równoległa do boku BC. 

Zatem czworokąt ABC Bı jest równoległobokiem. 

Bok C,B jest zawarty w prostej l, która jest równoległa do boku AC. 

Bok C14 jest zawarty w prostej k, która jest równoległa do boku BC. 

Zatem czworokąt AC, BC jest równoległobokiem. 

b) Wysokości trójkąta ABC są zawarte w symetralnych boków trójkąta A1 B;C1. 
Dla dowolnego trójkąta symetralne jego boków przecinają się w jednym punkcie 
(ćwiczenie 4, s. 259), zatem wysokości trójkąta ABC również przecinają się w jed- 
nym punkcie. 


Uczeń: 
— wykorzystuje zależności 
między polami wielokątów 


6.6. Pola wielokątów podobnych 


Przykład 1 podobnych a skalą podo- 
Bok jednego kwadratu jest o 20% dłuższy od boku drugiego kwadratu. Jaka BA aa SĘ 
jest skala podobieństwa tych kwadratów? Ile wynosi stosunek ich pól? 

Niech bok pierwszego kwadratu ma długość a, wówczas bok drugiego z nich 

ma długość a + 20%a = 120% a = Éa. 

Zatem skala podobieństwa k = £, 

Pola kwadratów są odpowiednio równe a? i 2a, zatem stosunek ich pól jest 

równy 3$. Zauważmy, że żę = k*. 

Ćwiczenie 1 Ćwiczenie 1 

Na rysunku przedstawiono wielokąty podobne F; i F>. Podaj skalę podobień- a) k=3, Ez =; 

stwa i oblicz stosunek pola figury F, do pola figury 7. bzZĘŻ z =4 


a) | | b) 


F 


Przykład 2 
Trójkąt T, jest podobny do trójkąta Tı w skali k. Uzasadnij, że stosunek pola 
trójkąta Tə do pola trójkąta Tı jest równy ķ?. 
Pole trójkąta T,: P, = tarha. 

Dla trójkąta T) mamy: T, 
az = k- a, ho = k- hi. 

Stąd pole trójkąta T>: 


P, = 04h = z(k - ,)(k:h,) = zk ahı £ 


Pi zaąhą a2 


[D] Ćwiczenie 2 
Prostokąt P> jest podobny do prostokąta P, w skali k. Uzasadnij, że stosunek 
pola prostokąta P do pola prostokąta P, jest równy k?. 


Ćwiczenie 2 

Pole prostokąta Pı: a1b1. 

Boki prostokąta P>: 
da=k:a,ba=k:'b 

Stąd pole trójkąta P>: Di 

azb2 = (k - a1) (k - b1) = k? - a1bı 
Zatem stosunek pól: do P> 
P2 _ kżaybą =a 


Bi abı 


a1 Pi 


ba 
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Ćwiczenie 3 

J 1%, OBU, — 
a) k = ou UE 
zatem k = 0,9. 

2 BJ - 2,25B> — 
zatem k = 1,5. 
Ćwiczenie 4 
Pole trapezu Tı: Pi = 24 cm? 
ami pee 
p, 24 = 4, Zatem =z 


Drugie ramię trapezu Tı ma dłu- 
gość 2V5 cm. 
Obı = (16 + 2V5) cm, 
Ob2 = (8 + V5) cm 
Ćwiczenie 5 
a) 572 = 800, zatem skala 
planu: 1:800. 
b) x? = (1,875)? + (2,5)? 
T= 3,129 
Obwód działki na planie: 
5,875 + 2,5 + 4 + 3,125 = 
= 15,5 [em] 
Obwód działki w rzeczywistości: 
15,5 cm - 800 = 12400 cm = 
= 124 m 
Potrzebna siatka ma długość: 
124 — 1,5 = 122,5 < 125 [m] 
c) P = 9 cm? - 800? = 
= 5760000 cm? = 576 m? 


"mm 276 6. Planimetria 


Twierdzenie 


Jeśli skala podobieństwa figur podobnych równa się k, to stosunek ich pól 
jest równy k*. 


Ćwiczenie 3 

Jaka jest skala podobieństwa dwóch kwadratów, jeśli pole jednego z nich jest: 
a) o 19% mniejsze od pola drugiego, b) o 125% większe od pola drugiego? 
Ćwiczenie 4 

Dany jest trapez prostokątny T, o podstawach długości 5 cm i 7 cm oraz wyso- 
kości równej 4 cm. Pole trapezu T> podobnego do trapezu T; jest równe 6 cm?. 
Oblicz skalę podobieństwa trapezu Tə do trapezu T, oraz ich obwody. 


Ćwiczenie 5 


1,875 cm 
Na rysunku obok przedstawiono plan sa 


sąsiadujących działek budowlanych. 


a) Wyznacz skalę planu, jeśli działka B 
jest prostokątem o wymiarach 32 m x 24 m. 


2,5 cm 


b) Działka A jest trapezem prostokątnym. Jego 
najdłuższy bok ma na planie długość 5,875 cm. 
Czy na ogrodzenie działki A ze wszystkich stron 
wystarczy 125 m bieżących siatki, jeśli furtka ma 


uw 
3 cm 


mieć szerokość 1,5 m? 


c) Jaka jest powierzchnia działki C, jeśli na planie 


wykonanym w tej samej skali jest ona kwadratem 


o polu równym 9 cm?? 4 cm 


Ćwiczenie 6 

Dany jest trójkąt równoboczny ABC, którego bok ma długość 12 cm. Odci- 
nek DE jest równoległy do boku AB, a pole trójkąta DEC jest równe P. Wy- 
znacz stosunek długości odcinków DC do AC i oblicz obwód trapezu ABED. 


a) P = 9V3 cm? b) P = 4/3 cm? c) P = 16/3 cm? 
C C C 
D E 
D E 
D E 
A B A B A B 
Ćwiczenie 6 


Panc = 36V3 cm? 

a) k = 4, |DE| = |AD| = |BE| = 6 cm, Ob = 30 cm 

b) k = Ł, |DE] = 4 cm, |AD| = |BE| = 8 cm, Ob = 32 cm 
c) k = 2, |DE| = 8 cm, |AD| =|BE| = 4 cm, Ob = 28 cm 


Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


1. Prostokąty P, i P> są podobne. Oblicz skalę podobieństwa prostokąta P> do 1. a) k= 0,75, P=81 cm 


prostokąta P, oraz pole prostokąta P>, jeśli wiadomo, że pole prostokąta P, 


jest równe 144 cm?. 
P i 
i 


a) b) 
16 12 18 30 


P, P, 


2. Prostokąt o bokach długości 6 cm i 12 cm jest podobny do prostokąta 
o obwodzie 60 cm. Oblicz pole większego prostokąta. 


3. a) Trójkąt prostokątny Tə jest podobny do trójkąta T; o polu równym 
45 cm? w skali k = 3. Oblicz obwód trójkąta 72, jeśli wiadomo, że jedna 
z jego przyprostokątnych ma długość 10 cm. 
b) Romb R» jest podobny do rombu Ry w skali k = 3. Pole rombu Rh jest 
równe 648 cm?. Oblicz obwód każdego z rombów, jeśli wiadomo, że jedna 
z przekątnych rombu R; ma długość 6 cm. 


4. Dany jest równoległobok Ry, którego boki mają długości 4 cm i 6 cm. 
Jedna z przekątnych tego równoległoboku jest prostopadła do jego krót- 
szych boków. Równoległobok R» o polu 200v5 cm? jest podobny do rów- 
noległoboku Ry. Oblicz obwód równoległoboku R. 


5. a) Suma pól dwóch figur podobnych jest równa 340 dm”, a ich skala po- 
dobieństwa k = 4. Oblicz pole każdej z tych figur. 
b) Suma pól dwóch trójkątów prostokątnych równoramiennych jest rów- 
na 180 cm?, a ich skala podobieństwa k = 3. Oblicz obwód każdego z tych 
trójkątów. D 


6. Przekątne deltoidu ABCD mają długości: 
|AC| = 15 cm i |BD| = 10 cm. Oblicz 


pole powierzchni latawca podobnego do tego 
deltoidu, jeśli wiadomo, że jego wymiary są 
czterokrotnie większe. B 


7. Wielokąt F, jest podobny do wielokąta F, w skali 2, Stosunek pól wielo- 


kątów podobnych Fə i F3 jest równy : Oblicz skalę podobieństwa wielo- 
kąta F; do F. 


5. a) Pi + Po = 340 i & = 4”, stąd Pi = 320 [dm*|, P2 = 20 [dm]. 


P 
b) Pi + P> = 180 i FL = 8*, stąd Pi = 162 [cm°], P = 18 [cm?]. 


Długość przyprostokątnej większego trójkąta: e a? = 162, czyli a = 18 cm. 


Długość przeciwprostokątnej większego trójkąta: c = 18y2 cm. 
Obwód większego trójkąta: Ob; = (36 + 18V2) cm. 
Obwód mniejszego trójkąta: Oba = (12 + 6V2) cm. 


6. Pole latawca: P = = = 1200 [cm] 


JL 83 8 = 3 
T Fa = Z czyli Fi = „2 
Es 8 + =g 
F = h czyli Fz = niia 

F3 _ ŻFa 


B3 = 29 
BĘ 3 Fa 


2. 200 cm 
3. a) Pole trójkąta T»: 


6.6. Pola wielokątów podobnych 


b) k = ž, P = 400 cm? 
2 


P> = (2)?. 45 = 20 [cm?] 
Długość drugiej przyprosto- 
kątnej: 3 - 10 - b = 20, czyli 
b=4 cm. 

Długość przeciwprostokątnej: 
c = 102 + 42 = 2/29 [em] 
Obwód trójkąta T>: 

Ob = (14 + 229) cm 

b) Pole rombu R1: 

P, = (1)?. 648 = 72 [cm?] 
Długość drugiej przekątnej 
rombu Ri: 

4 +6: d=72, czyli d = 24 cm 
Długość boku rombu Ri: 

a = 4/32 + 12? = 3V17 [cm] 
Obwód rombu Ru: 

Ob; = 12V17 cm 

Obwód rombu Ra: 

Oba = 36V17 cm 


. Obwód równoległoboku Riu: 


Ob = 20 cm 
Długość krótszej przekątnej 
równoległoboku Rı: 
d = 67 — 4? = 245 [cm] 
Pole równoległoboku Ri: 
P, = 4- 2V5 = 8Y5 [cem] 
P2 — 200⁄5 _ gz 


Ei 8v5 
Skala podobieństwa Rə do Rı: 
W=B 
Obwód równoległoboku Ra: 
Oba = 100 cm 


27 7 EEEE 


8. Po = 1,44P, i Ps = 2,257, 8. Trzy odbitki zdjęć to prostokąty 
a iB 2,25 . 
czyli nu podobne P,, P> i Ps. Pole pro- 


Skala podobieństwa prostoką- 
tów P3 do Pa: k= = = 1,25 
Wymiary prostokąta P3: 
30 cmx45 cm 

4 


stokąta P> jest o 44% większe 
od pola prostokąta P;, a pole 
prostokąta P> jest o 125% więk- 
sze od pola prostokąta P,. Ob- 
licz wymiary prostokąta P3, jeśli 
wymiary prostokąta P, są równe 
24 cm x 36 cm. 


9. Trapez o wysokości równej 5 cm i podstawach długości 4 cm i 9 cm po- 
9 dzielono prostą równoległą do podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz 
0 bano 3 pole każdego z trapezów otrzymanych w wyniku tego podziału. 
Pole mniejszego trapezu: 
= 10 cm? 10. Działka budowlana o powierzchni 1025 m? ma kształt trapezu o podsta- 
a sapeu: wach 32 m i 50 m. Działkę tę podzielono prostą równoległą do podstaw 
j trapezu na dwie działki będące trapezami podobnymi. Oblicz pole każdej 
10. Wysokość wyjściowego trape- z nowo powstałych działek. 
zu: h = 25 m. Niech z > 0 
będzie długością odcinka dzie- 11. W trójkącie prostokątnym ABC, którego przeciwprostokątna AB ma dłu- 
oai OWCA gość 15 cm, poprowadzono wysokość CD. Stosunek pól trójkątów ADC 
szw i BCD jest równy 4. Oblicz obwód trójkąta ABC. 
Skala podobieństwa nowych 
działek: k = 5 = 5, czyli 12. Przekątne trapezu o podstawach AB i CD oraz wysokości równej 10 przeci- 


prosta podzieliła wysokość 
wyjściowego trapezu na od- 
cinki o długościach: 115 m 

i 135 m. 

Pole mniejszej działki: 400 m? 
Pole większej działki: 625 m? 


(pjs. 
* 


nają się w punkcie P. Oblicz odległości punktu P od podstaw trapezu, wie- 
dząc, że stosunek pola trójkąta ABP do pola trójkąta CDP jest równy 4. 


Przekątne trapezu o podstawach AB i CD przecinają się w punkcie P. 
Pole trójkąta ABP jest równe S;, a pole trójkąta DCP jest równe S>. 
Uzasadnij, że pole tego trapezu jest równe (vS + 85)". 


11. B 
z 
D 14. Według projektu zewnętrzny obrys fundamentów D © 
a y domu jest prostokątem. Przed wykonaniem wykopu 
kierownik budowy nakazał, oprócz pomiaru długości 
boków, wykonanie pomiaru długości przekątnych. Jak 
C b A sądzisz, dlaczego? 
PE oam T ; 
= = Jo a) W projekcie budynku wykonanym w skali 1:50 
=; ka m z s 
W ZES |AB| = 12 cm, |BC| = 18 cm. Ile powinien wynieść 
„= demi Bia wynik pomiaru przekątnej w terenie? 
a = V32 + 62 = 3V5 [cm] b) Ile m* betonu potrzeba na wykonanie fundamen- 
b= V12 + 62 = 6y5|em] tów, jeśli ich przekrój poprzeczny ma mieć wymiary 
Ob = (15 + 9V5) cm 0,5 m x 0,5 m? A B 
12. Skala podobieństwa AABP do ACDP: k = Ż, hagr =6ihcpP = 4. 
13. AABP ~ ACDP (cecha KKK), niech k > 0 będzie ich skalą podobieństwa. 
: D C 
= = k?, czyli — = k, stąd V S1 S2 = kS2 SEE 
$3=34-ka-haiS2=35-«: hg, czyli S3 = kS2 OE 
Sa = $ - ky- ha i S2 = Ł - y- ha, czyli S4 = kS2 (> P A 
Ss m SA kS2 VSMSZ kw Sı ky 
Pole trapezu ABC D: 
2 
S = S1 + S2 + S3 + S4 = S1 + S2 + 2V 5182 = (VS1 + VS2) A B 
14. Czworokąt o bokach długości: a,b,a,b nie musi być prostokątem — może być równoległobokiem. Dlatego w geodezji 


przeprowadza się dodatkowe pomiary, np. przekątnej, zwane pomiarami kontrolnymi. Pomiary te pozwalają sprawdzić, 
jaka faktycznie figura została wytyczona. a) około 10,82 m b) 7 m? 
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Fraktale 


Fraktal to figura geometryczna cechująca się samopodobieństwem 
— dowolnie małe części tej figury są podobne do całości. 


Krzywa Kocha i śnieżynka Kocha 


Przykładem fraktala jest krzywa Kocha (jej konstrukcję opisał w 1904 r. szwedzki 
matematyk Helge von Koch). Oto kolejne etapy jej powstawania. 


ORNE OSKE 


Na każdym kolejnym etapie konstrukcji 

krzywej Kocha jej długość powiększa 

się o 1 długości krzywej z poprzedniego 

etapu. Jeśli zatem długość początko- 

wego odcinka jest równa 1, to kolejne 

krzywe mają długości: PR 
2 (43 rzywa Kocha 

eT 


EEEN E 


Jeżeli konstrukcję krzywej przeprowadzimy SAMORODOBIENSTWO 
na bokach trójkąta równobocznego, Poe EBC 

t ouen na śrieżynki mały fragment krzywej 
oUzymamyagute nazywaną Snmiozynka Kocha, otrzymamy jej 
Kocha. idealną kopię. 


Śnieżynka Kocha ma skończone pole, 
ale jest ograniczona przez krzywą 
o nieskończonej długości. 


Śnieżynka Kocha 


Fraktale 279 Emme 


Uczeń: 

— wykorzystuje twierdzenie 
o dwusiecznej kąta w trój- 
kącie do rozwiązywania 
zadań, 

— przeprowadza dowód twier- 
dzenia o dwusiecznej kąta 
w trójkącie oraz inne 
dowody, stosując twierdzenie 
o dwusiecznej. 


4ACD = 4APB (kąty 
odpowiadające) 

4DCB = 4CBP (kąty 
naprzemianległe) 


Ćwiczenie 1 

a) Niech z, y będą odcinkami, na 
jakie dwusieczna kąta prostego 
dzieli przeciwprostokątną. 
w+y=l138i3h = gz 

t= 3, y= 9-5 

b) Długości przyprostokątnych: 
1 i v3. Dwusieczna kąta proste- 
go dzieli przeciwprostokątną na 
odcinki długości: 3— v3 i V3—1. 
Dwusieczna kąta 60° dzieli prze- 
ciwległą przyprostokątną na 
odcinki długości: ai i = 
Dwusieczna kąta 30° dzieli prze- 
ciwległą przyprostokątną na od- 
cinki długości: 4— 2v3 i 2Y/3—3. 
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6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kąta 
w trójkącie 


Korzystając z twierdzenia Talesa, możemy udowodnić następujące twierdze- 
nie. 


Twierdzenie o dwusiecznej kąta w trójkącie 


Dwusieczna kąta w trójkącie dzieli przeciwległy © 
bok na odcinki proporcjonalne do pozostałych AD 
boków trójkąta: 


b a 
= A 
vy b 


A U D w B 


Dowód 
Rysujemy półprostą AC oraz prostą l równoległą do prostej C D przechodzącą 
przez punkt B. Punkt przecięcia półprostej AC z prostą l oznaczamy przez P. 
Proste CD i BP są równoległe, więc: 

4ACD = 4APB oraz 4DCB = 4CBP (uzasadnij). 


Oznacza to, że trójkąt BPC jest równoramienny 
i|CP|=|CB|=a. 


g OREN s ; UDB] — |CP| 
Z twierdzenia Talesa otrzymujemy: JAD| * JAC 
T a 
zatem = = -. 
y b 
Ćwiczenie 1 


a) Dany jest trójkąt prostokątny o przyprostokątnych 5 i 12. Oblicz długości 
odcinków, na jakie dwusieczna kąta prostego tego trójkąta dzieli jego przeciw- 
prostokątną. 

b) Przeciwprostokątna trójkąta o kątach 30°, 60°, 90° ma długość 2. Oblicz 
długości odcinków, na jakie dwusieczne kątów dzielą boki tego trójkąta. 


c) Dwusieczna kąta prostego dzieli przeciwprostokątną trójkąta prostokątnego 


na odcinki długości 5 i T Oblicz obwód tego trójkąta. 


d) Jeden z kątów ostrych trójkąta prostokątnego ma miarę 22,5°. Oblicz dłu- 
gość krótszej przyprostokątnej tego trójkąta, jeśli dłuższa przyprostokątna ma 
długość równą 1. 


c) Niech a,b będą przyprostokątnymi trójkąta. 

Przeciwprostokątna jest równa > + z = 5. 

a +b =25ia:b= #Ż : %2 = 3, czyli a = 3, b = 4. Zatem Ob = 12. 

d) Rozważmy AABC, niech |BC| = z, |C D| = y, |DE| = z. Wówczas: (0 
|BD| = |BC| = z (ABCD równoramienny) 
|BE| = |CE| = y + z (ACEB równoramienny) 
|AE| = |BE| = y + z (AAEC równoramienny) 
Z twierdzenia o dwusiecznej kąta: 
dla AABC mamy: 7 = zę, 


T 
dla AADB mamy: 7 = —.. 
A 1 B 
r= ysy 


Deion m = e = p pa = eol 


Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


1. Dany jest trójkąt ABC o bokach |BC| = a, |AC| = b i |AB| = c. Oblicz 1. x,y — odcinki, na które dwu- 


długości odcinków, na jakie dwusieczna kąta ACB dzieli bok AB, jeśli: 
a)a=2,b=6,c=5, b) a=6,b=10, c=12. 


2. Dany jest trójkąt prostokątny równoramienny ABC, którego przeciwpro- 
stokątna AB ma długość v2. Dwusieczna kąta ABC przecina bok AC 
w punkcie P. Oblicz obwody trójkątów BCP i BAP. 


EJ 3. Dany jest trójkąt ABC o bokach długości |BC| = a, |AC| = b i |AB| = c. 
Uzasadnij, że dwusieczna kąta ACB dzieli bok AB na odcinki długości 


ac ; be 


a+b a+b' 


[D] 4. Przeczytaj podany poniżej dowód twierdzenia o dwusiecznej kąta w trój- 
kącie. W miejscach oznaczonych |? | podaj brakujące uzasadnienia. 


Na rysunku odcinek CD jest zawarty w dwusiecznej kąta AC B, 
a CG jest wysokością trójkąta opuszczoną 
z wierzchołka C. 


P DB 
Stąd ADBC _ |DB| 5 
Paape |AD| 


Odcinki DE i DF mają równe 
długości |? |. Zatem: 


Papsc _ |BC| j> 
Paapc  |AC| 
czyli prawdziwa jest proporcja POLE 
y IAD|  |AC|' 


EJ 5. W trójkącie ABC poprowadzono dwu- 
sieczną CD kąta y (rysunek obok). 
Punkt A' leży na prostej AC, od- 
cinek A'B jest prostopadły do dwu- 
siecznej CD i przecina ją w punk- 
cie P, a odcinek A'D' jest równoległy 
do odcinka AD. Uzasadnij, że trójkąty 
A'D'P i BDP są przystające, a trój- 
kąty AD'C i ADC są podobne. Ko- 


rzystając z równości |A'C| = a, uza- 
5 REM o 4 
sadnij prawdziwość proporcji: o A 


5. ACPA' = ACPB na mocy cechy KBK (4A'CP = 4BCP = 4, 
4CPA' = 4CPB = 90° oraz |CP| jest bokiem wspólnym ACPA' i ACPB), 
więc |A'P| = |PB| 
4D'PA' = 4DPB = 90” (kąty wierzchołkowe) 
4PA'D' = 4PBD (kąty naprzemianległe) 
Zatem na mocy cechy KBK: AA'D'P = ABDP. 
4ACD' = 4ACD = 4, 4CA' D' = 4CAD (kąty odpowiadające) 
oraz 4C€CD'A' = 4CDA (kąty odpowiadające), więc na mocy cechy KKK: 
AA'D'C ~ AADC 
AA'D'P = ABDP, czyli |A'D'| = z. 


Z podobieństwa trójkątów A'D'C i ADC mamy: [R = ee 


|AD| |AC| > 


AE t 
czyli a 
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sieczna podzieliła bok AB. 


y= 
a) BG 2 
y 6 


5 = LŻ65 W = 2,15 


-y= 12 
SE 
y 10 


AB = LG = (5 


„Jaój>|EG(=1 


IPA| _ v2 


ICE) 1 
CA =<2=1 |PA=2=42 
|PB|= y1? + (2-1) = 

=vV4-2y2 
ObBop = V2 + V4— 2V2 
Opar =24 ema 


A +|PA|=1 


. Niech P będzie punktem prze- 


cięcia boku AB z dwusieczną 
kąta ACB. Wówczas: 
[EB Z 4 i |AP| +|PB| =c 


AP] 

|PB| = 5|AP|, czyli: 

|AP| + |PB| = Ż*|AP|=c 
Zatem |AP| = 25 oraz 


b 
pe 


PADBC _ 3|DB|-|CG| _ |DB| 


1 FAADG ZIAD|-|CG| FSE 


ACDE = ACDF na mocy 
cechy KBK 

(JECD = 4FCD = 7, 
SUEJDO = SUEDE = = 7 
oraz |CD| jest bokiem wspól- 
nym trójkątów CDE i CDF) 
PapBc _ 3|BC|-|DF| _ |BC| 
PAADC z|AC|-|DE| [AC] 


Multiteka 


e Suma miar kątów wewnętrznych 
w wielokącie 

e Konstrukcja symetralnej odcinka 

e Konstrukcja dwusiecznej kąta 

e Konstrukcja kąta o mierze 30° 
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6.8. Zagadnienia uzupełniające 


E Problemy konstrukcyjne 


Klasyczne konstrukcje wykonujemy, korzystając tylko z cyrkla i linijki. 
Oto niektóre z nich. 


Konstrukcja symetralnej odcinka 


il; 


Z jednego końca odcinka rysujemy łuk 
okręgu o promieniu większym od po- 
łowy odcinka. 


. Z drugiego końca odcinka rysujemy 


łuk okręgu o tym samym promieniu. 
Punkty przecięcia łuków oznaczamy 
przez Pi Q. 


. Rysujemy prostą PQ — jest ona sy- 


metralną odcinka AB, ponieważ od- 
cinki PQ i AB są przekątnymi rombu 
APBQ. 


Konstrukcja dwusiecznej kąta 


il 


Z wierzchołka kąta rysujemy łuk okrę- 
gu przecinający jego ramiona. Punkty 
przecięcia oznaczamy przez A i B. 


„ Wewnątrz kąta rysujemy łuki okręgów 


o takim samym promieniu oraz środ- 
kach w punktach A i B. Punkt prze- 
cięcia tych łuków oznaczamy przez R. 


. Rysujemy prostą PR — jest ona dwu- 


sieczną kąta APB, ponieważ trójką- 
ty PAR i PBR są przystające (cecha 
BBB). 


Konstrukcja prostej prostopadłej do danej prostej i przechodzącej przez 
punkt nieleżący na tej prostej 


1. Z danego punktu P rysujemy łuk okrę- 


k 
gu przecinający prostą k. Punkty prze- OO SZÓ 
cięcia oznaczamy przez A i B. 
ć . z cj 
2. Z punktów A i B rysujemy przeci- 
nające się łuki okręgów o promieniu k 
jące się ręgów o p 6 
|AP|. Punkt przecięcia łuków oznacza- 
my przez Q. >Q 
3. Rysujemy prostą PQ — jest ona pro- +P 1. 
stopadła do prostej k, ponieważ odcin- T 1. A a punktu P rysujemy 
: ś i uk okręgu przecinający pro- 
ki PQ i AB są przekątnymi rombu MEAE KRAUZE 
APBQ. xQ czamy przez A i B. 
1. Dana jest prosta k i leżący na niej punkt P. Skonstruuj prostą prostopadłą T 
do prostej k i przechodzącą przez punkt P. A P B 


2. Z punktów A i B rysujemy 
przecinające się łuki okręgów 
o promieniu r > |AP|. Punkt 
przecięcia łuków oznaczamy 


Konstrukcja prostej przechodzącej przez dany punkt, równoległej do danej 
prostej 


1. Rysujemy dowolną prostą przechodzącą P przez Q. 
przez dany punkt P. Punkt przecięcia 
tej prostej z daną prostą k oznaczamy 
przez Q. 

2. Rysujemy łuki okręgów o tym samym 
promieniu i środkach w punktach Pi Q. 
Punkt przecięcia łuku o środku w punk- 


3. Rysujemy prostą PQ — jest 
ona prostopadła do prostej k, 
ponieważ jest symetralną od- 
cinka AB. 


cie Q z prostą k oznaczamy przez S. 
3. Rysujemy łuk okręgu o środku w punk- T 

cie T i promieniu |RS|. Punkt przecię- 

cia tego łuku z łukiem o środku w punk- Q 


xS 


cie P oznaczamy przez U. S 


4. Rysujemy prostą PU — jest ona równo- P "i b B 
legla do prostej k, ponieważ kąt TPU Q 

Q 

; XR 


= G 


jest przystający do kąta RQS. 
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3. a) Konstruujemy symetralne 


dwóch boków trójkąta i wy- 
znaczamy punkt ich przecię- 
cia. 

b) Konstruujemy dwusieczne 
dwóch kątów wewnętrznych 
trójkąta i wyznaczamy punkt 
ich przecięcia. 

c) Konstruujemy proste pro- 
stopadłe do dwóch boków 
trójkąta przechodzące przez 
wierzchołki przeciwległe do 
tych boków. Proste te za- 
wierają wysokości trójkąta. 
Wyznaczamy punkt ich 
przecięcia. 


. a) 1. Na prostej odkładamy 
odcinek AB. 

2. Z punktów A i B rysu- 
jemy przecinające się łuki 
okręgów o promieniu |AB|. 
Punkt przecięcia łuków ozna- 
czamy przez C. 

3. Łączymy punkt C z punk- 
tami A i B — otrzymujemy 
trójkąt równoboczny ABC. 
b) 1. Na prostej k odkłada- 
my odcinek AB. 

2. Konstruujemy proste a 

i b prostopadłe do prostej k 
i przechodzące odpowiednio 
przez punkty A i B. 

3. Z punktów A i B rysuje- 
my łuki okręgów o promieniu 
długości |AB|. Punkty prze- 
cięcia łuków z prostymi a 

i b oznaczamy odpowiednio 
przez punkty DiC. 

4. Łączymy punkty Ci D 

— otrzymujemy kwadrat 
ABCD. 

c) 1. Na prostej k odkłada- 
my odcinek SA. 

2. Konstruujemy prostą 

l prostopadłą do prostej 

k i przechodzącą przez 
punkt S. 

3. Konstruujemy dwusieczne 
kątów prostych wyznaczo- 
nych przez proste k i 1. 

4. Rysujemy okrąg o środku 
w punkcie S i promieniu |SA|. 
Punkty przecięcia okręgu 

z prostymi k i I oraz dwu- 
siecznymi oznaczamy kolejno 
przez B, C, D, E, F,GiH. 
5. Łączymy wierzchołki 
ośmiokąta foremnego 
ABCDEFGH. 
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2. Prostą równoległą do danej prostej k i przecho- 


dzącą przez punkt P możemy skonstruować, ry- 


sując kolejno proste li m takie, żel Lkim Ll. : k 
Przeprowadź tę konstrukcję i podaj jej opis. l 


W dowolnych trójkątach ostrokątnym oraz rozwartokątnym skonstruuj 
punkt przecięcia jego: a) symetralnych, b) dwusiecznych, c) wysokości. 


Konstrukcja sześciokąta foremnego 


jg = h 
Wielokąt ABCDEF jest 


sześciokątem foremnym. 


E Je 
Zaczynając od punk- 
tu A, odmierzamy łuki 
o promieniach równych 
promieniowi okręgu. 


Rysujemy okrąg i wy- 
bieramy dowolny punkt 
tego okręgu — oznacza- 
my go przez A. 


Skonstruuj: 


a) trójkąt równoboczny, c) ośmiokąt foremny, 


b) kwadrat, d) dwunastokąt foremny. 


Narysuj dowolny kąt. Skonstruuj kąt do niego przystający. 


Skonstruuj kąt o mierze: 


a) 30°, b) 45°, c) 75°, d) 105°. 


Nad wymienionymi poniżej trzema klasycznymi problemami konstrukcyj- 
nymi zastanawiali się już starożytni Grecy. Jak udowodniono później, nie 
mają one rozwiązania. 


= Kwadratura koła — konstrukcja kwadratu o polu równym polu danego 
koła. 

u Podwojenie sześcianu — konstrukcja sześcianu o objętości dwa razy więk- 
szej od objętości danego sześcianu. 

= Trysekcja kąta — podział dowolnego kąta na trzy równe części. 


d) 1. Konstruujemy sześciokąt foremny jak wyżej. 

2. Konstruujemy dwusieczne kątów wyznaczonych przez przekątne sześciokąta. 
3. Punkty przecięcia dwusiecznych i okręgu wyznaczą pozostałe 6 wierzchołków 
dwunastokąta foremnego. 


. a) Konstruujemy trójkąt równoboczny, a następnie dwusieczną jednego 


z jego kątów. 

b) Konstruujemy kąt prosty, a następnie jego dwusieczną. 

c) Konstruujemy kąt o mierze 150” jako przyległy do kąta o mierze 30°, a następnie 
jego dwusieczną. 

d) Kąt o mierze 105° konstruujemy jako sumę kątów o miarach 60° i 45°. 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw I 


1. 


. Oznaczmy bok kwadratu przez z, 


. 3,2 cm, 4,8 cm; 15 cm, 22 cm; 


Wyznacz miary kątów trójkąta, jeśli wiadomo, że ich stosunek jest równy: 
a) 1:2:3; b) 1:3:5, c) 2:9:13. 


Kąty między bokiem trójkąta ostrokątnego a wysokościami poprowadzo- 
nymi z wierzchołków należących do tego boku mają miary 40° i 20°. Wy- 
znacz miary kątów tego trójkąta. 


Dane są długości boków dwóch trójkątów. Czy trójkąty te są podobne? 
a) 15, 18, 24 oraz 20, 24, 32 c) 1,2; 1,4; 1,8 oraz 1,8; 2,1; 2,8 
b) 4, 8, 10 oraz 6, 3, 7,5 d) 20, 25, 30 oraz 6, 9, 7,5 


Trójkąt Ty o bokach 5 cm, 5 cm i 4 cm jest podobny do trójkąta 7». Oblicz 
długości boków trójkąta T}, jeśli: 


a) jego obwód jest równy 35 cm, b) jego pole jest równe 4y21 cm?. 


W trójkącie ABC o polu 50 dm? bok AB ma długość 20 dm. Punkt P leży 
na boku AC i |[CP| = ż|AC|. Punkt Q leży na boku BC i |CQ| = 3|BC|. 
Oblicz długość odcinka PQ i pole trójkąta CPQ. C 


E 
Przyprostokątne trójkąta ABC (rysunek obok) F 


mają długości 10 i 15. Oblicz pole kwadratu 
ADEF. A D 


u 


Dany jest trójkąt o bokach 4 cm, 6 cm i 8 cm. p C 
Oblicz długości odcinków, na jakie dwusieczne 
kątów tego trójkąta dzielą jego przeciwległe boki. 


Punkt C jest wspólnym wierzchołkiem kwadra- F 
tów ABCD i CEFG (rysunek obok). Wykaż, że 
pola trójkątów DEC i CBG są równe. 


A B 


Działkę budowlaną w kształcie trójkąta o bokach długości: 60 m, 60 m 
i 40 m podzielono na dwie części o równych polach płotem równoległym 
do boku długości 40 m. Oblicz z dokładnością do 1 m obwód każdej z nowo 
powstałych działek. 


8. Niech SDCE = a, czyli 4ECB = 90” — a. 
Wówczas 4BCG = 4ECG— 4ECB = a, 
zatem 4DCE = 4BCG. 

|CE| = |CG| oraz |DC| = |BC|, zatem na 

e a mocy cechy BKB: ADEC = ABGC, czyli 

ich pola są równe. 

Obpec = 80v2 z 113 [m] 

ObaBpp = 160 — 40v2 ~ 103 [m] 


wówczas z podobieństwa trójką- 
tów FEC i ABC (cecha KKK) 
mamy: 


skąd x = 6, zatem pole kwadratu 
iP = 20. 9. 


2 cm, 4 cm 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) 30”, 60°, 90° 
b) 20°, 60°, 100° 
c) 15°, 67°30’, 97°30' 
2. 50°, 60°, 70° 
. a), b), d) tak c) nie 
4. a) Obwód 71: 14 cm, 
czyli k= 3, 


© 


Długości boków: 
10 cm, 12,5 cm, 12,5 cm. 
b) Wysokość Tı: h = V21 cm. 
Pole Ti: Pı = 

= 1-4-421 = 2Y21 [em], 
czyli k? = wa = 

stąd k = v2. 

Długości boków: 

44/2 cm, 5V2 cm, 5V2 cm. 
5. C 


A 20 B 
Oznaczmy: 
AR SARESTE 
|BQ| = 4y, |QC| =y 
Korzystamy z podobieństwa 
trójkątów ABC i PQC (cecha 
BKB): 


Bm 
czyli |PQ| = 4 dm. 
Skala podobieństwa trójkątów 
PQC i ABC jest równa E, za- 
tem: 


czyli PApąc = 2 dm?. 
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© R© ND 


Kąty w prostokątach są rów- 
ne, czyli do wykazania pozo- 
stała proporcjonalność odpo- 
wiednich boków. 

AAOD ~ AA'OD' (cecha 


OA!'| — kez 
KKK), stąd JOA] = TAD] 
AAOB ~ AA'OB' (cecha 
|OA'| _ |A'B'| 
KKK), stąd JOA] = IAB] 
Zatem 
|A'D'|  |OA'|  |A'/B'| 
|AD| [OA] |AB| ? 


co oznacza, że odpowiednie 

boki prostokątów są propor- 

cjonalne, czyli prostokąty 
ABCDiABC'D' 

są podobne. 

b) Prostokąty są podobne, 

zatem: 


= l 
zy +r = xry +y 
T=YŅ 


Również x + 1 = y + 1, czyli 
prostokąty są kwadratami. 


. a) 37,5 b) 14,4 
. 100 cm, 160 cm 
. 10 dm, 40 dm”, 360 dm? 


D O C 
D' a 
TEKEE 
IAA/| _ |A'B| „, 
aD = |prp|» Zatem na mocy 


twierdzenia odwrotnego do 
twierdzenia Talesa A'D’ || BD. 
Analogicznie wykazujemy 
równoległość B'C' do BD 
oraz A'B' i DC' do AC. 
Przekątne rombu przecinają 
się pod kątem prostym, za- 
tem kolejne boki w czworoką- 
cie A' B'C'D' są do siebie pro- 
stopadłe — jest to więc prosto- 
kąt. 


ESBIPRZ ZM 

EG] 70 "A 
czyli |AB| = 2E oraz 
|B'C'| i 


[Bp] = 2, czyli |BC'| = — 
BPygan =W= 


AC BD 1 
= LA, EL 2 505 
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NA 


E Zestaw II 


[D] 5. 


[D] e. 


[D] 7. 


. a) Na mocy cechy KKK: AABE ~ APQE ~ ADCE. Stąd: 


a) Wykaż, że dowolne dwa prostokąty, w których przekątne przecinają się 
pod tym samym kątem a, są podobne. 

b) Wykaż, że jeśli prostokąt o bokach x i y jest podobny do prostokąta 
o bokach odpowiednio x + 1 i y + 1, to prostokąty te są kwadratami. 


Oblicz obwód trójkąta AEC. 
a) BD|CE b) B 
C 
E 
c+2 
5 
B 
w 5 
È 

A z+2 D c+5 E A 3 D 3 C 


Suma obwodów dwóch figur podobnych jest równa 260 cm, a ich skala 
podobieństwa k = A Oblicz obwód każdej z tych figur. 


Figury F; i F są podobne w skali 1:2, a figury F i F; są podobne w skali 
1:3. Oblicz pole każdej z tych figur, jeśli suma ich pól jest równa 410 dm?. 


Wykaż, że w trapezie niebędącym równoległobokiem odcinek łączący 
środki: 

a) ramion trapezu jest równoległy do jego podstaw (rozpatrz kąt otrzy- 
many przez przedłużenie ramion trapezu), 


*b) przekątnych trapezu jest równoległy do jego podstaw. 


W rombie ABCD połączono środki kolejnych boków i otrzymano czwo- 
rokąt A'B'C'D'. Uzasadnij, że czworokąt ten jest prostokątem o polu dwa 
razy mniejszym od pola rombu. 


W trapezie ABC D o podstawach a i b (rysu- 
nek obok) poprowadzono odcinek PQ o dłu- 
gości Vab równoległy do podstaw trapezu. 
Uzasadnij, że: 


) [AP| _ |AB| 
|PD| IPQ? 


b) trapezy ABQP i PQCD są podobne. 


b| PD] 
vab—b 


b eai an| FEE 


|ED| RO : = 
Poro S ga i D= 


|BD| = 
|ED|+|PD|+|AP| 
blPD| _ b|PD|+b|AP| 

Yab E at . Przekształcamy 
ó i - JAP = 

równanie do postaci 5 = — aa 
Usuwamy niewymierność z mianownika 


Zatem 


PD b G P 
Analogiczni x = REA a ui A o B 
alogicznie wykazujemy rownosc ROI " PRI: 


b) Odpowiednie kąty trapezów są równe (jako kąty odpowiadające). Z poprzedniego 


podpunktu: IAP] — [Pol — [A5| — e czyli trapezy ABQP i PQCD są podobne. 


IPD]  |DC] [PQ] 


Sposób na zadanie W 


Przy przedstawianiu dowodu należy precyzyjnie uzasadnić każdy krok rozu- 
mowania. Można to zrobić tak, jak w przykładzie 1, lub w postaci dowodu 
dwukolumnowego (przykład 2). 


Przykład 1 D C 
Dany jest kwadrat ABCD i równoległobok EFBA 

(rysunek obok). Udowodnij, że trójkąty ADE i BCF 

są przystające. 


Oznaczmy przez a kąt ostry równoległoboku. Wów- > 
czas 4CBF = 90° +a. Suma miar kątów przy jednym 
boku równoległoboku jest równa 180°, więc: 


4BAE = 180 — a 


e 


Stąd: = 7 


XDAE = 360° — (XBAE + 4BAD) = 
= 360° — (180° — a + 90”) = 90° + a 
czyli «DAE =<4CBF. Jednocześnie |AD| = |BC| (boki kwadratu) oraz 
|AE| = |BF| (przeciwległe boki równoległoboku). 
Na podstawie cechy BKB wnioskujemy, że trójkąty ADE i BCF są przysta- 
jące. 


Przykład 2 C 
Środkowa trójkąta ABC poprowadzona z wierz- 
chołka C przecina bok AB w punkcie D. Punkty 

E i F leżą na tej środkowej, przy czym AE L CD 
oraz BF L CD (rysunek obok). Udowodnij, że 4 
trójkąty ADE i BDF są przystające. 


F 


D 


Dowód przedstawimy w dwukolumnowej tabeli. z 


W jednej kolumnie zapisujemy kolejne stwierdzenia, a w drugiej — ich uzasad- 
nienia. Pozwala to uporządkować całe rozumowanie. 


Stwierdzenie Uzasadnienie 
|AD| = |BD| Punkt D jest środkiem boku AB. 
4ADE=4BDF Są to kąty wierzchołkowe. 
4AED =4BFD Są to kąty proste. 
4DAE=4DBF Trójkąty ADE i BDF mają dwa kąty równe, więc 


wszystkie ich kąty są równe. 
AADE = ABDF Na podstawie cechy KBK przystawania trójkątów. 
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2. y = 66°, z = 40° 


Ob E 


Oba w 
Ob: = 140 cm, Ob» = 200 cm 


o + Ob» = 340 


4. PąBc = 30 cm?, 
ObaBc = 30 cm 


Skala podobieństwa 
NAED do AABC: k= $ 


Obagp = 12 cm 
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W Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest prawidłowa. 


1. 


Przekątna ośmiokąta foremnego dzieli go na siedmiokąt i trójkąt równora- 
mienny. Miara kąta ostrego tego trójkąta jest równa: 


A. 22,57, C. 26,5, 


R 
B. 24,5", D. 28,5*. AŻ 


. Na rysunku obok RK || SL. Suma miar a 
kątów x i y jest równa: 
A. 104, C. 106, 116) y 
B. 105°, D. 110°. K L 


Suma obwodów dwóch figur podobnych jest równa 340 cm, a ich skala 
podobieństwa k = $- Różnica obwodów tych figur jest równa: 


A. 60 cm, B. 65 cm, C. 75 cm, D. 80 cm. 


. Przyprostokątne trójkąta ABC (rysunek poniżej) mają długości 5 cm 


i 12 cm. Ile wynosi obwód trójkąta AED, jeśli jego pole jest równe 4,8 cm?? 
B 


A E C 
A. 6 cm B. 8 cm C. 10 cm D. 12 cm 


Jeżeli prostokąt P, o bokach długości 9 cm i 12 cm jest podobny do pro- 
stokąta P, o przekątnej długości 20 cm, to: 

A. obwód prostokąta P jest równy 54 cm, 

B. pole prostokąta P, jest równe 200 cm?, 

C. pole prostokąta P, jest o 64 cm? większe od pola prostokąta P}, 

D. stosunek pola prostokąta P, do pola prostokąta P> jest równy 9: 16. 


Na boku AB trójkąta ABC wybrano punkt P, a na boku AC — punkt Q 
tak, że PQ || BC. Jeśli |AB| = 45 cm, |AC| = 5 cm, |AQ9| = 2 cm 
i |BC| = 3 cm, to obwód trójkąta APQ jest równy: 

A. 5 cm, B. 6 cm, C. 6,5 cm, D. 7 cm. 


. Przekątna prostokąta P, ma długość: 


4/92 + 127 = 225 = 15 [em] 
zatem skala podobieństwa prostokąta P, do P> jest równa 3. 
Prostokąt Pı: P = 108 cm”, Ob = 42 cm. 
Prostokąt P>: P = 192 cm?, Ob = 56 cm. 


. Trójkąty APQ i ABC są podobne (cecha KKK) w skali 2. 


Obaro = 5 ' (4,5 +5 + 3) = 5 [cm] 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 


E Zadania krótkiej odpowiedzi D C 


[D] Zadanie 1 (2 pki) 

Na bokach AB i BC kwadratu ABCD wybrano odpowied- 
nio punkty E i F takie, że CE L DF (rysunek obok). Uza- 
sadnij, że trójkąty BCE i CDF są przystające. 

Zadanie 2 (2 pkt) 

Romb o przekątnych 6 i 10 jest podobny do rombu o polu 270. Oblicz obwód 
większego rombu. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

Wyznacz miarę kąta wewnętrznego dwunastokąta foremnego. 

Zadanie 4 (2 pkt) 

Dany jest trójkąt prostokątny równoramienny o przeciwprostokątnej równej 6. 
Oblicz odległość jego środka ciężkości od wierzchołka kąta prostego. 


A E B 


E Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 5 (4 pkt) 

Dany jest trapez ABCD o podstawach |AB| = 40 cm i |CD| = 25 cm i ra- 
mionach długości 12 cm i 9 cm. Przedłużenia ramion tego trapezu przecinają 
się w punkcie P. Oblicz obwód trójkąta ABP. 


[D] Zadanie 6 (4 pkt) 


Dany jest równoległobok ABC D o bokach |AB| = a > Ama 
i |BC| = b. Czworokąt EBCF jest równoległobo- 

kiem podobnym do równoległoboku ABC D. Wykaż, 

że obwód czworokąta AEF D jest równy 2a? -2b +2b. > u 


[D] Zadanie 7 (4 pkt) 
Uzasadnij, że suma długości środkowych trójkąta o obwodzie L jest mniejsza 
od ÈL. 

2 


Zadanie 8 (4 pkt) 

Dany jest trójkąt równoramienny o ramieniu długości 6 cm i kącie przy podsta- 
wie równym 30°. Oblicz odległości punktu przecięcia prostych zawierających 
wysokości tego trójkąta od jego wierzchołków. 5 a 
Zadanie 9 (4 pkt) KR 

W trapezie prostokątnym (rysunek obok) dane są 

długości podstaw |AB| = 6 i |CD| = 2 oraz ramienia 

|AD| = 4. Oblicz obwód trójkąta AOB, gdzie O jest a 

punktem przecięcia przekątnych tego trapezu. A B 


7. Z założenia: 2x + 2y + 2z = L. 
Z nierówności trójkąta: 


8. 6 cm, 6v3 cm, 6v3 cm 
9. AAOB ~ ACOD (cecha KKK) 


SE pc R pidiera AOB do ACOD 
aay T 2 > ; 

PP jest równa 3:1 

b |AC| = 2V5, czyli |AO| = Ży5 
c<c+2Ży |BD| = 2V18, czyli |BO| = v13 

Ca m 22 Ob = 6 + $ (v5 + v13) 


Dodajemy nierówności stronami: 
2(a +b+ c) < 3(2x + 2y + 22) 
Zatem: 

a+b+c< ł(2x +2y+ 22) =3L 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 289 Emmmam 


[62] 


. Oznaczmy punkt przecięcia 


CE i DF przez G oraz kąt 

ĄBCE =a. 

Wówczas AGC D = 90° — a. 

DGC = 90°, więc: 

GDC = 90° — (90 - a) = a 

Ponadto |C D| = |BC| oraz 

FCD = 90° =<4EBC. 

Na mocy cechy KBK: 
ACDF = ABCE. 


. Pole mniejszego rombu: 


P, = 30. Skala podobieństwa 
rombu większego do mniejsze- 
go: k =3. 

Obwód mniejszego rombu: 
Obi = 44/34, 

obwód większego rombu: 


Oba = 3-434 = 124/34. 


. Suma kątów wewnętrznych 


dwunastokąta: 

(12 — 2) - 180° = 1800” 
Miara kąta wewnętrznego 
dwunastokąta foremnego: 

1800” : 12 = 150° 


+ 2 
. AABP ~ ADCP 


(cecha KKK) 


HAS _ 25 
AP ” 40 


czyli |AP| = 24 cm 


IBP|-12 _ 25 
BP] 40 


czyli |PC| = 32 cm 
ObaBP = 96 cm 


IEB| _ |BC| ge 
ti |BCI = |AB|> czyli: 
BoA b2 
|EB| = BB WE 
Stąd |AE| = |DF| = a- + 


eb. |EF| =|AD| =b. 


ObAEFD = pa e + 2b 


Odpowiedzi do zadań 

1. |AB| = 10 
Pago = 4:6-:8=5-10-|CP|, 
czyli |CP| = 4,8 
|AP| = /82 = (4,8)2 = 6,4 
Skala podobieństwa AAPQ 
do AABC: k = $5 = 0,64 
Skala podobieństwa pól trój- 
kątów: k? = 0,4096 
Należy zakodować: 409 

2. AACB ~ AAPQ 
(cecha KKK) 


PAPQ _ 1 : 
D 2. czyli skala podo- 


bieństwa AAPQ do AAC B: 
ję = v2 
E 
ObacB = 6 + 2V5 m, czyli 
Obaro = 3V2 + v10 z 
= 1,4049 
Należy zakodować: 740 
3. |PC| =6,4 |PF| = 7,6 
Z twierdzenia Talesa: 
[PDI = TA. czyli |PD| = 4,8 


6,4 10,4) 
IPE| _ 78 
Uen Ta NAP 


czyli |PE| = 5,7. 
|PD|.|PE| = 27,36 
Należy zakodować: 736 


4. Rozważmy trapez: 


Z podobieństwa trapezów 
ABQP i PQCD: 

a= < Z2 e 

c GE y 


czyli a= c=b. 

Stąd odległość między ramio- 
nami AD i BC jest stała, co 
oznacza, że ramiona te są rów- 
noległe. Zatem trapez ABCD 
jest równoległobokiem. 


5. Niech z będzie długością od- 
cinka dzielącego trapez. 
Wówczas skala podobieństwa 
trapezów: k= 5 = z, 

Stąd v = ay2, czyli k = v2. 
Pole wyjściowego trapezu: 
pP = 3 

2 
Niech Pı i P2 będą polami po- 
wstałych trapezów, wówczas: 


CERA 


ze 


PZ 


2 
Pow, fo 


"mm 290 6. Planimetria 


W Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-3 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Dany jest trójkąt prostokątny ABC, w którym |AC| = 8 i |BC| = 6, a kąt 
prosty znajduje się przy wierzchołku C. Odcinek CP jest wysokością trójkąta 
ABC, a odcinek PQ jest wysokością trójkąta CPA. Oblicz stosunek pola trój- 
kąta APQ do pola trójkąta ABC. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku 
otrzymanego wyniku. 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Dany jest trójkąt prostokątny ABC o przyprosto- C 
katnych długości |AB| = 4 i |BC| = 2 (rysunek Q 

obok). Odcinek PQ dzieli ten trójkąt na dwie figury 
o równych polach. Oblicz obwód trójkąta APQ. Za- 
koduj cyfrę jedności i dwie pierwsze cyfry po prze- 
cinku otrzymanego wyniku. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

Dany jest trapez ABCD o dłuższej podstawie AB. Na ramieniu AD wybrano 
punkt E, a na ramieniu BC punkt F w taki sposób, że odcinek FF jest 
równoległy do podstaw trapezu oraz |BF| = 2,8 i |CF| = 1,2. Przedłużenia 
ramion trapezu przecinają się w punkcie P takim, że |PA| = 7,8i |PB| = 10,4. 
Oblicz wartość iloczynu |PD| : |PE|. Zakoduj cyfrę jedności i dwie pierwsze 
cyfry po przecinku otrzymanego wyniku. 


[D] Zadanie 4 (4 pkt) 
Uzasadnij, że jeśli odcinek łączący środki ramion trapezu dzieli go na dwa 
trapezy podobne, to trapez ten jest równoległobokiem. 


[D] Zadanie 5 (4 pkt) 
Trapez prostokątny o podstawach długości a i 2a oraz krótszym ramieniu 
równym a podzielono odcinkiem równoległym do podstaw na dwa trapezy 


podobne. Uzasadnij, że pola tych trapezów są równe $- ia”. 


[D] Zadanie 6 (6 pkt) R 
Punkty A, B, C (rysunek obok) są współli- 
niowe oraz AE | BDi BE || CD. Pola trój- D 


kątów ABE i BCD są równe odpowiednio 
Sı i S2. Udowodnij, że pole trójkąta BDE 
jest równe vy S1 © S2. 


A B C 


6. AABE ~ ABCD ~ AACF (cecha KKK). F Sı = PAABE 
Niech k będzie skalą podobieństwa AABE S2 = PAACD 
do ABCD. Z założenia AE || BD oraz 
BE | CD, czyli boki czworokąta EBDF 
leżą na prostych parami równoległych — za- 
tem jest to równoległobok. 

Ponadto AEBD = ADFE (cecha KBK). 


53 = PABDE = PADEF 


gi = k”, czyli k = LE = Sg 


Pole AAC F: P = Sı + S2 + 253, ale także: 
P = į (a + ka)(h + kh) = zah(k + 1)? A 

= S$(k +1)? = Sa ($t + BGB +1) = 91 +2V5152 + S2 
Zatem S3 = V S182. 


